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Karl Marx
Mathematische Manuskripte

I

UBER DEN BEGRIFF DER ABGELEITETEN FUNKTION
I

[ Wichst die unabhingige Variable z zu z;, so die abhingige

Variable y zu y;.
Hier sub I) der ganz einfache Fall betrachtet, wo z nur in der ersten

Potenz erscheint.
1) y=ax; wenn x zu x, wachst,

yy=ax;, und y,—y=a(z;—zx).

Fande jetzt die Differentialoperation statt, d. h. liessen wir z, bis
auf x abnehmen, so

also
a(z;—zx)=a-0=0.

Ferner, da y bloss zu y, ward, weil z zu z,, wiirde nun ebenfalls

n=y; y1—y=0.
Also

y1—y=a(r,—2x)

verwandelt in 0=0.

Erst die Differentiation setzen und sie dann wieder aufheben
fiihrt also wortlich zu Nichts. Die ganze Schwierigkeit im Verstindnis
der Differentialoperation (wie in dem der Negation der Negation
iiberhaupt) liegt eben darin, zu sehn, wie sie sich von solch einfacher

1L Prozedur unterscheidet und deshalb zu wirklichen Resultaten fiihrt.
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Dividieren wir a (z; — z) und entsprechend auch die linke Seite
der Gleichung, durch den Faktor z; — z, so erhalten

hi1—Vy —aq.
11'—1

Da y die abhdngige Variable, kann es iiberhaupt keine unabhingige
Bewegung vollziehen [hier, weil y = az], y; kann daher nicht = y
werden, also auch nicht yy — y = 0, ohne dass vorher z, = z geworden.

Andrerseits haben wir gesehn, dass z; nicht = z werden konnte in
der Funktion a (z; — z), ohne letztre zu O zu machen. Der Faktor
z, — x war daher notwendig eine endliche Differenz zur Zeit, wo
beide Seiten der Gleichung durch ihn dividiert worden. Im Moment
der Herstellung des Verhaltnisses

hW—y

1'1—1'
ist £, —x daher stets eine endliche Differenz; folglich ist

y—y
.l:l—I

ein Verhdltnis endlicher Differenzen, und demgemiss

n—y _ Ay
—z Az’
Also:
— A
h—y oder _y_:a’
Iy—2z Ar

wo die Konstante a als Grenzwert des Verhidltnisses der endlichen
Differenzen der beiden Variablen figuriert.

Da a konstant, kann keine Verinderung mit ihm vorgehn, also
auch nicht mit der auf es reduzierten rechten Seite der Gleichung.
Unter solchen Umstdnden verlduft sich der Differentialprozess auf der

linken Seite
Yyi—y Ay
P oder Az

und dies ist eine Eigentiimlichkeit solch einfacher Funktionen wie az.

Nimmt im Nenner des Verhiltnisses z; ab, so ndhert es sich z;
die Grenze seiner Abnahme ist erreicht, sobald es zu z wird. Hiermit
ist die Differenz 2; — 2; = # — z = 0 gesetzt und daher auch y; —y==
= y — y = 0. Wir erhalten so

0
-_—=da.

0
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Da im Ausdruck —8— jede Spur seines Ursprungs und seiner Bedeu-

. . d . . .
tung erlischt, ersetzen wir ihn durch -d—z , wo die endlichen Differenzen

zi—z oder Az und y;—y oder Ay als aufgehobne oder verschwunde-

ne Differenzen symbolisiert erscheinen oder -2—1 verwandelt in %‘%.
Also

dy

E—a.

Der von ecinigen ratiopalisierenden Mathematikern festgehaltne
Trost, quantitativ seien dy und dz in der Tat nur unendlich klein,

fihr Verhdltnis] nur annéhernd —8—, ist Chimere, wie es sich sub II)

3L noch handgreiflicher zeigen wird.

Noch zu erwdhnende Eigentiimlichkeit des betrachteten Falls ist,
dass %:a und ebenso %:a, der Grenzwert [des Verhidltnisses]
der endlichen Differenzen daher zugleich auch der Grenzwert [des
Verbaltnisses] der Differentialen, ist.

2) Ein zweites Beispiel desselben Falls ist

y=zx
. Y= — 1
Y=z h—¥ ! ’
yi—y Ay _ . O dy
Py oder =1 5 oder dx_i.
11

r Da y = f (z), die Funktion z, aber in ihrem entwickelten algebrai-
schen Ausdruck® sich auf der rechten Seite der Gleichung befindet,
nennen wir diesen Ausdruck die Originalfunktion von z, seine erste
durch Differentiation erhaltene Modifikation die vorldufig «Abgeleitete»
Funktion x und seine schliesslich durch den Differentialprozess erhaltne

Gestalt die «Abgeleiteten Funktion von z.
1) y=az®+ bx?Lcx—e.

Wichst £ zu x4, so

-3 2
Y, = ax;+ bzl +cxy—e,

y—y=a(@—2%)+b(aj—2?) +c(ry—1)=

—a(2;—2) (@ + T2+ 29) + b (51— 2) (2 +2) +¢ (& —2).
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Daher

y1—y Ay ! .
#_-; oder A—x=a(xf+x1x—rx2)+b(x1+x)1-c.

Die vorldufig «Abgeleitete»
a (2 + 2@ +28) 4 b(z4-2) +¢

ist hier der Grenzwert des Verhdltnisses der endlichen Differenzen, d. h.,
wie klein auch immer diese Differenzen genommen werden mégen,

der Wert von % ist gegeben in jener «Abgeleiteten». Aber er fallt

hier nicht wie sub I) zusammen mit dem Grenzwert des Verhéltnisses
4 | der Differentialen *.
" Wenn in der Funktion

a(z;+ 212422+ b (24 2) +¢

die Variable z, abnimmt, bis sie die Grenze ihrer Abnahme erreicht
hat, d. h. gleich z geworden ist, verwandelt sich 2} in 2%, z,z in z?,
und z, + z in 2z und wir erhalten die «Abgeleitete» Funktion z:

3axr? 4 2bx +c.

Hier zeigt sich schlagend:

Erstens: um die «Abgeleitete» zu erhalten, muss r; = z gesetzt
werden, also im strikten mathematischen Sinn z, — z = 0, ohne jede
Flause von bloss unendlicher Anndherung.

Zweitens: dadurch, dass z; = z gesetzt wird, also zy — 2 =0,
tritt durchaus nichts Symbolisches in die «Abgeleitete» ein **. Die
urspriinglich durch Variation von z eingefiihrte Grosse z; verschwindet
nicht, sie wird nur reduziert auf ihren minimalen Grenzwert = z
und bleibt ein in die Originalfunktion z neu eingefiihrtes Ele-
ment, welches durch seine Kombinationen teils mit sich selbst,

* Im Entwurf dieser Arbeit (4146, PL. 4) folgt:

«Andrerseits geht der Differentialprozess jetzt vor in der vorldufig «Abgeleite-
ten» Funktion z (rechte Seite), wihrend derselbe Prozess auf [der| linken Seite jene
Bewegung notwendig begleitety. — Red.

** Im Entwurf lavtet der folgende Satz:

«b) Die Findung «der Abgeleiteten» aus der Originalfunktion = verlief so,
dass wir erst eine endliche Differentiation [das Setzen der endlichen Differenz)

Ay

vornahmen; diese liefert eine voridufig «Abgeleitete», welche der Grenzwert von ~
£

ist. Der Differentialprozess, zu dem wir dann schreiten, reduziert diesen Grenzwert
auf seine Minimalgrosse. Die in der ersten Differentiation eingefiihrte Grésse =,
verschwindet nicht...».— Red.
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teils mit dem x der Originalfunktion die schliessliche «Abgeleitete»
liefert, d. h. die auf ihre Minimalgrisse reduzierte vorldufige «Abge-

leitete».
Die Reduktion von z; auf z innerhalb der ersten (vorlaufigen)

«Abgeleitetens Funktion verwandelt auf der linken Seite %;y; in »3—
oder ﬂ, also:
dx

% oder %=3a12+ 2bx 4+ c,
so dass die Abgeleitete als Grenzwert des Verhaltnisses der Differentia-
len erscheint.

Das transzendentale oder symbolische Ungliick ereignet sich
nur auf der linken Seite, hat aber seine Schrecken bereits verloren,
da es nun nur als Ausdruck eines Prozesses erscheint, der seinen
wirklichen Gehalt bereits auf der rechten Seite der Gleichung be-
wahrt hat.

In der «Abgeleiteten»

dax? 4 2bx +c¢

existiert die Variable z unter ganz anderen Bedingungen als in der
Originalfunktion z (ndmlich als in ax® + ba? + cz — e). Sie [diese
Abgeleitete] kann also ihrerseits selbst wieder als eine Originalfunk-
tion auftreten und Mutter einer andern «Abgeleiteten» durch erneuten
Differentialprozess werden. Dies kann sich so oft wiederholen als
die Variable z nicht definitiv aus einer der «Abgeleiteten» entfernt
ist, also endlos fortdauern bei Funktionen von z, die nur in endlosen
Reihen darstellbar sind, was allzumeist der Fall.

2 3
Die Symbole Z—I% , gr—z etc. zeigen nur das Stammregister der «Abge-

leiteten» mit Bezug auf die erstgegebne Originalfunktion z an. Sie
werden nur mysterios, sobald man sie als Ausgangspunkt der Bewegung
behandelt, statt als blosse Ausdriicke sukzessiv abgeleiteter Funktionen x.
Dann erscheint es allerdings wunderbar, dass ein Verhiltnis Ver-
schwundner von neuem potenzierte Grade der Verschwindung durch-
laufen soll, widhrend nichts Wunderbares darin istL, dass z. B. 3z
den Differentialprozess durchlaufen kann, so gut wie seine Stammutter

23. Man hitte ja auch von 3z% als Originalfunktion von z ausgehn

71 koénnen.

Aber notabene. Ausgangsstitle des Differentialprozesses ist -i—i—

faktisch nur in Gleichungen wie sub 1), wo z nur in det ersten Potenz
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vorkommt. Dann jedoch, wie sub I) gezeigt, das Resultat:

dy _ _dy
Az T
In der Tat ist hier also durch den Differentialprozess, :en %

durchlaufen, kein neuer Grenzwert gefunden worden, was nur moglich,

solange die vorlaufig «Abgeleitete» die Variable z einschliesst, solange

d

also d—i Symbol eines realen Prozesses bleibt *.

Es hindert dies natiirlich in keiner Art, dass im Differentialcal-
2

culus die Symbole Z—g, g;% etc. und deren Kombination auch die
rechte Seite der Gleichung bilden. Dann weiss man aber auch,
dass solche rein symbolische Gleichungen nur die Operationen anzei-
gen, die nachher auf wirkliche Funktionen von Variablen anzuwen-
den sind.

2) y=az™.

Wird 2z zu z;, so y,=az)* und

y—y=a(af —2")=
=a(zy—z)(z] + 2P 2+ 2] 323+ ete. bis zum Glied 2] ™2™ ).
Also

— A - - - n— -
—-H oder A—i:a(z’{' gl 242l 3024 . 2l ™.
—

Wenden wir nun den Differentialprozess auf diese «worliufig Abge-
leiteten an, so dass

Ty =z oder 2y — z =0
wird, so verwandelt sich
a™ 1 in ™l

x;n—axz in zMm—3pl=gm—3+2— ym—1

und endlich

g mgm—t jn "M gml=p0tm—t = gm—t,

* Im Entwurf (P1.7) lautet dieser Sata:
«Dies kann nur dort resultieren, wo die vorlaufig «Abgeleitete» Funktion die
Variable z einschliesst, daher auch durch deren Bewegung ein wirklicher' Neu-

wert gebildet werden kann, daher Z—Z Symbol eines realen Prozesses ist».— Red.
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Wir erhalten also m. mal die Funktion ™!, und die «Abgeleitete»

ist daher maz™1.

Durch die Gleichsetzung von z, =z innerhalb der «vorldufig Abge-
leiteten»* wird auf der linken Seite —ﬁ% verwandelt in -8— oder ;—Z s
daher

d
°Y — mazm—1
ar

Samtliche Operationen des Differentialcalculs konnten in dieser
Weise behandelt werden, was aber eine verdammt nutzlose Weitldufig-
keit widre. Doch folgt hier noch ein Beispiel, weil in den bisherigen
die Differenz z; — z nur einmal in der Funktion z vorkam und daher
durch die Bildung von

Yy—1 A
29 oder 22
.171 ~ X A.t

aus der rechten Seite verschwand. Dies nicht der Fall im folgenden:
3) y=da%;
wird = zu z,, so

Yy ==a*l.
Daher
Y—y=a%r—a*=a" (a¥1-*—1).
[Aber]
aa=*= {1 4 (a—1)}*77%,
und

(4 @@= =14 (1 —2) (a—1) + D=2EZ2D (o qy2 4 ete.

Daber

yi—y=a* (@) =" {(&,— o) (e — 1) + LD (0 — 14

(¢y—2)(¢y—z—1) (xy—z—2)
4 1 33 1 (a—l)“‘—i—etc.}.

y1—y Ay _
zi~—.r oder = =
= {(a—i)+Li_1—‘.x2_1(“_1)2+(xi—“z_ii-)z(-zs;—x-m(a-1)8+etc'} .

* D. h. auf der rechten Seite.— Red.
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Wird nun z; =z, also ;, —x =0, so erhalten wir fiir die «Abge-
leitete»:

o {(a—1)——;—(a—1)2+%(a—1)3—etc.}.

Also:
d x ! 1
——di =a {(a— 1)—7(a-— 1)2+—3-(a—1)3—etc.}.

Nennen wir die Summe der Konstanten in der Klausel A4, so:

dy _ 4 x.
E‘——Aa ’
dies A aber = dem Napierschen Logarithmus der Wurzel a, also:
dy en . . da* .
PR oder wenn wir fiir y seinen Wert setzen: — = loga-a*,
§ L und
da* =loga-a*dzx.
Nachtraglich
Es wurden

1) Félle betrachtet, wo der Faktor (z;—x) nur einmal in [dem
Ausdruck], der [zur] «vorldufig Abgeleiteten» [fithrt], i. e. [in] der
endlichen Differenzgleichung enthalten ist, daher [wird] durch
Division beider Seiten mit z,—x gebildet

Y=Y der Y
I —z Az

[koin Betreten der Differenz z, — z enthélt|, derselbe Faktor also aus
der Funktion z eliminiert wird.
2) (Im Beispiel: d(a®)) Falle, wo Faktoren (z, —z) in der Funktion

z bleiben nach Bildung von 2_‘]’[

" 3) Es ist noch zu betrachten der Fall wo Faktor z; — z nicht direkt
aus der ersten Differenzgleichung ([die zu] (der «vorldufig Abgeleiteten»)
[fiihrt]) zu evolvieren ist.

y=Vat4z2

Y1 = Vm,

p—y=Vat+z-Va+a;

wir dividieren die Funktion von z, also auch die linke Seite, durch
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zy—z. Dann

Yy1—Vy (oder }L): Va2+.z-f—-l/a2—'r—1:2'
ry—2 Az xi——l

Um die Wurzelgrosse aus Zahler zu entfernen, Zahler und Nenner

multipliziert mit l/a2 —'r-xi-i-l/a2+x2, und erhalten:

Ay a? 4zt — (a2+4z2) 1312

32 T (-0 (VT Vi) (-0 (Vaiia+ Vaeta)

Aber

zf—z2 (£ —72) (2, T %)

G- (Vata+r Vet (@m-a(VaatarVais

Also:

Ay -+

Ar VaEr24 Va2

Wird z; nun =z, oder z;,—2=0, so

dy 2r . x
dx 2 Vaz..i.- r2 A 'l//a2 _+_ 2 '

Also

rdr

dy oder dl/(l2+$2:v7_ﬁ .

9L



I

UBER DAS DIFFERENTIAL
I

™ 1) f(2) oder y = uz sei zu differenzieren, u und z sind beide abhin-
gige Funktionen der unabhingigen Variablen z; sie sind unabhéingige
Variablen gegeniiber ihrer Funktion y, die von ihnen abhingt, also

auch von z.
Y1 = Uyzy,
Y1— Y = U2y —uz = 2y (ug — u) -} u (2, —z),
Yi—y Ay w—u 24—z 3 Au |, ulAz*
2L 7 oder L =12 u =
Ty—2z d Az Vo —z + Zy—z Az + Az

Wird nun auf der rechten Seite x; =z, also z,—2=0, so u;—u=0,

z,—z =20, also auch Faktor z, in [dem Ausdruck] z,

Uui—u .
! zu z, endlich
T,—zI

auf der linken Seite y;, —y=0. Also:
d du dz
IL Vet tua
Welche Gleichung multipliziert mit dem allen ihren Gliedern
gemeinschaftlichen Nenner dr wird
B) dy oder d(uz)=zdu+udz.
[ 2) Zuniichst zu betrachten Gleichung A):

dy _ ,du dz
dr Tdr V7 4z’

In Gleichungen mit nur einer von z abhingigen Variablen war
das Schlussresuitat stets

Y =1 (),

* Letzter Teil der Gleichung anscheinend von Engels's hinzugefiigt.— Red.
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und f'(z), die erste abgeleitete Funktion von f(z), war von allen sym-
bolischen Ausdriicken frei, z. B. mz'™, wenn 2™ die Originalfunk-
tion der unabhéingigen Variablen x. Grade infolge der Differentiations-
prozesse, die f (z) zu durchlaufen hatte, um sich zu verwandeln in
f'(z), sprang letzterem, dem realen Differentialkoeffizienten, auf der

‘% als symbolisches Aquivalent

linken Seite, sein Doppelgédnger %’ oder ~

gegeniiber. Andrerseits fand so %oder % in f’(z) sein reales Aquiva-

lent vor.

In Gleichung A) dagegen schliesst f'(z), die erste Abgeleitete
von uz, selbst symbolische Differentialkoeffizienten ein, die da-
her auf beiden Seiten stehn, wahrend auf keiner ein Realwert.
Da aber uz nach derselben Methode behandelt wurde, wie friiher
Funktionen z mit nur einer unabhédngigen Variablen, stammt die-
ser Kontrast im Resultat offenbar her aus dem eigentiimlichen Cha-
rakter der Ausgangsfunktion selbst, ndmlich aus uz. Naheres darii-

2 | ber sub 3).

Vorlaufig aber noch zu sehn, ob kein Haken in der Ableitung der
Gleichung A).

N Auf ihrer rechten Seite wurden

u—u Au 2y —2 Az
1 oder — und 21— oder —
ry—2x Az zy—2z Az

0 0 0

zu o, %, weil z;=x ward, also z;—zx=0. Statt 5 T setz-
ten wir aber ohne weiteres —%, %' War das zuldssig, da je-

ne -?)— hier als Multiplikatoren der Variablen uw und z resp. figurie-

ren, wahrend in den Féllen mit einer abhingigen Variablen der einzi-

ge symbolische Differentialkoeffizient, der sich ergab, ——% oder
% — keinen Multiplikator hatte ausser der Konstanten 17?
Setzen wir die urspringliche Knotengestalt von —% , %fr- in die

. . . 0 0 e 1e s .
rechte Seite, so wird sie: zytug- Multiplizieren wir also z und u

mit dem Zahler des jedes derselben begleitenden %, so erhalten wir:

—g——}-%; und da die Variablen z und u selbst =0  geworden, so sind
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es auch ihre Abgeleiteten, also schliesslich :

0 . du dz
0——_0 und nicht Z——Fu—_

Diese Prozedur ist aber mathematisch falsch.
Nehmen wir z. B.

Uy —u Au

Iy—z Az’

so erhdlt man nicht erst den Zahler = 0, weil man damit beganne
u; — u = 0 zu setzen, sondern der Zihler wird nur 0 oder u; — u = 0,
weil der Nenner, die Differenz der unabhéngigen variablen Grosse z,
d. h. zy — 2 = 0 geworden.

Was also den Variablen u und z gegeniiberspringt, ist nicht 0,

sondern ( 0

0 ), dessen Zahler in dieser Form von seinem Nenner unzer-

trennlich bleibt. Als Multiplikator kdonnte % daher nur dann seine

Koeffizienten nullifizieren, wenn und sofern

0
U:O‘

Selbst in der gewohnlichen Algebra wire es falsch, falls ein
Produkt P-% die Form P-% annahme, ohne weiteres zu schlies-

sen, dass es=0 sein muss, obgleich es hier stets==0 gesetzt werden
kann, weil wir beliebig die Nullifikation mit Zahler oder Nenner beginnen
konnen.

Z.B. P.

. Wird [x =a woraus] r?=a?, also 1*>—a*= 0 gesetzt,

r—a

so erhalten : P-%:% und letztres =0 setzbar, da % ebensogut 0, als

alles andre Zahl sein kann.
Losen wir dagegen z®—a? in seine Faktoren auf, so erhal-
ten wir:

P-2=0.(@+a)=P(a+a), und daz=0.  =2Pa.

Die sukzessive Differentiation—z. B. wvon 23 wo—OO— erst bei der
vierten Ableitung = 0 wird, nachdem in der dritten die Variable z
alle geworden und durch eine Konstante ersetzt —beweist, dassg—
nur unter ganz bestimmten Bedingungen = 0 wird.
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In unsrem Fall aber, wo der Ursprung der (—?, % als respektiven

Differentialausdricke von —i—-zz—, % bekannt ist, gebithrt ihnen auch

von vornherein die Uniform 4z du
3L pra i

r 3) In den frither behandelten Gleichungen, wie y = 2™, y = a
etc., steht einer Originalfunktion von x die von ihm «Abhangige» y
gegeniiber.

In y == uz sind beide Seiten mit «Abhingigen» besetzt. Wenn
lner y direkt von u und z abhéngt, so u und z ihrerseits wieder von .
Dieser spezifische Charakter der Originalfunktion wuz prigt sich not-
wendig auch seiner «Abgeleiteten» auf.

Dass u eine Funktion von x, und z eine andre Funktion von z, ist
darstellbar in:

X

u=f(), u—u=f(x)—71(x),
daber

2= 1) 31—2=¢ (1) — ¢ (2).

Aber die Ausgangsgleichung liefert weder fiir f (z) noch fir ¢ ()
Originalfunktionen von z, d. h. bestimmte Werte * in z. Folglich
figurieren u und z bloss als Namen, als Symbole vou z abhingiger
Funktionen; daher werden auch nur die allgemeinen Formen dieses
Abhingigkeitsverhdltnisses:

wy—u _ f(z)—f(x) Hn—z @) — 9 ()
T,—z 2 —Z ’ ry—z T —z

zunachst durch den Ableitungsprozess aus uz geliefert. Erreicht der
Prozess nun: den Punkt, wo z, =2z gesetzt, also «,—x =0, so verwan-
deln sich jene allgemeine Formen in

du _ df (z) dz _ do(z)
dr ~ dr ' dr —  dz
- . . d ! .
und die symbolischen Differentialkoeffizienten E;’ %erschemen als
solche der «Abgeleiteten» einverleibt.
In Gleichungen mit nur einer abhdngigen Variablen hat aber —g—
. . d d .

durchaus keinen andren Inhalt als hier %, -(é Es ist auch bloss

* Gemeint ist: ¢<bestimmte Ausdricke». — Red.
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der symbolische Differentialausdruck von

h—y _ fE)—f(2)

I—Z I —r

Obgleich aber die Natur der du , d ® . d. h. symbolischer Differen-

tialkoeffizienten iberhaupt, sich Lemeswegs dndert, wenn sie innerhalb
der Abgeleiteten selbst erscheinen, also auch auf der rechien Seite der
Differentialgleichung, #ndert sich damit jedoch ihre Rolle und der
Charakter der Gleichung.

Reprisentieren wir die Originalfunktion von uz allgemein durch
f(x), so ihre erste «Abgeleitete» durch f'(z),

dy du dz

dz ~ ° dz u—E
erscheint dann als:

dy

Bt (@)

Dieselbe allgemeine Form erhalten wir fir Gleichungen mit nur
einer abhingigen Variablen. In beiden Fillen entstehn die Ausgangs-

d . . N
formen von d—: aus den Ableitungsprozessen, die f(z) in f'(z) ver-

wandeln. Sobald daher j(z) zu f'(z) geworden, steht letzterem
auch % als sein eigner symbolischer Ausdruck, als sein Doppelgin-

ger oder symbolisches Aquivalent gegeniiber.

4L In beiden Féllen splelt daher dieselbe Rolle.

[ dz

Anders mlt d ' In . Zusammen mit den andern Elementen von f’ (z),

dem sie einverleibt sind, finden sie in d—z ihren symbolischen Ausdruck

oder ihr symbolisches Aquivalent vor, aber sie selbst stehn keinem
f (z), ¢’ (z) gegeniiber, dessen symbolische Doppelginger sie ihrer-
seits waren. Sie sind einseitig zur Welt gekommen, Schattenfiguren
ohne Korper, der sie geworfen, symbolische Differentialkoeffizienten
ohne realen Differentialkoeffizienten, d. h. ohne entsprechende dquiva-
lente «Abgeleiteter. Der symbolische Differentialkoeffizient wird so
zum selbstindigen Ausgangspunkt, dessen reales Aquivalent erst zu
finden ist. So ist die Initiative von dem rechten Pol, dem algebraischen,
auf den linken, den symbolischen, verschoben. Damit erscheint aber
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auch der Differentialcalculus als eine spezifische Rechnungsart, die

bereits selbstiindig auf ihrem eignen Boden operiert. Denn seine Aus-
du dz
gangspunkte T2 72
de mathematische Gréssen. Und dieser Umschlag der Methode ergab
sich hier als Resultat der algebraischen Differentiation von uz. Die
algebraische Methode schldgt also von selbst in die ihr entgegen-
| gesetzte Differentialmethode um *.

Was sind nun die entsprechenden «Abgeleiteten» der symbolischen
du dz
dz’ dr
liefert keine Data zur Losung dieser Frage. Doch bleibt letztere beant-
wortbar, wenn man fir u und z beliebige Originalfunktionen von z
setzt, z. B.:

sind nur ihm angehorige und ihn charakterisieren-

Differentialkoeffizienten ? Die Ausgangsgleichung y = uz

u = x4, 72:=23 L qx?.

Damit verwandeln sich aber auch sofort die symbolischen Diffe-

. . . du dz , .
rentialkoeffizienten d—;,d—zim Operationssymbole, in Symbole von

Prozessen, verrichtbar mit z* und z® 4 ax® zur Auffindung ihrer «Abge-
leiteten». Urspriinglich entstanden als symbolischer Ausdruck der
«Abgeleiteten», also bereits vollzogner, spielt der symbolische Diffe-
rentialkoeffizient jetzt die Rolle des Symbols erst zu vollziehender
Differentiationsoperationen.

Zugleich verwandelt sich die Gleichung

dy _,du de

dr = " dz dz

* Im Entwurf der Arbeit «Uber das Differential» (4148, Pl. 16—17)

lautet dieser Absatz:
. d . . . .

«Umgekehrt mit g—f , 71% . Geboren innerhalb der Abgelciteten, finden sie
zusammen mit den ibrigen Elementen derselben ihren eignen symbolischen Aus-
druck, daher ihr symbolisches Aquivalent inj—i vor. Aber sie selbst existieren ohne
dquivalente, wirkliche Differentialkoeffizienten, d. h. ohne Abgeleitete 7’ (x),
¢’ (x), deren simbolische Ausdriicke sie ihrerseits wiren. Sie sind die fertigen Diffe-
rentialsymbole, deren Realwerte als Schatten figurieren, deren Korper erst zu
suchen. Das Problem hat sich also unterderhand verkehrt. Symbolische Differenti-
alkoeffizienten werden selbstindige Ausgangspunkte, wofiir das Aquivalent, der
wirkliche Differentialkoeffizient ober die entsprechende abgeleitete Funktion, erst
zu finden ist. Damit ist die Initiative von dem rechten Pol auf den linken verscho-
ben. Da dieser Umschlag der Methode aus der algebraischen Bewegung der Funk-

tion uz entsprang, ist er selbst algebraisch nachgewiesen». — Red.
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— von vornherein bloss symbolisch, weil ohne symbolfreie Seite —
in eine allgemeine symbolische Operationsgleichung.

Ich bemerke noch, dass * von frither Zeit im 18. Jahrhuadert bis
heutigen Tag die allgemeine Aufgabe des Differentialcalculus gewohn-
lich so formuliert wird: fiir den symbolischen Differentialkoeffizienten
sein reales Aquivalent zu finden.

4)

r d du dz

A) d—i =z——+Uu_—.

Dies ist offenbar nicht der einfachste Ausdruck der Gleichung A),
da alle ihre Glieder den Nenner dz gemein haben. Dieser weggestri-
chen, so:

B) d (uz) oder dy =zdu—+ud:z.

In B) ist jede Spur seiner Herkunft aus A) ausgeloscht. Es gilt daher
ebensosehr, wenn u und z von z abhingen, als wenn sie ohne alles
Verhdltnis zu x nur wechselseitig voneinander abhingen. Es ist von
vornherein eine symbolische Gleichung und kann von vornherein als
eine symbolische Operationsgleichung dienen. Im letzteren Fall besagt
es, dass wenn

y=zu ete.,

d. h. = einem aus beliebiger Anzahl Variabler zusammengesetzten
Produkt, dy = einer Summe von Produkten, worin der Reihe nach
je einer der Faktoren als variabel, die andern Faktoren aber als kons-

6 L tant behandelt werden etc.
™ Fiir unsern Zweck, ndmlich weitere Untersuchung des Differen-
tials von y iiberhaupt, passt jedoch die Form B) nicht. Setzen wir

daher:
u=uxt, =13 4 ar?,
so |operieren wir weiter so:]
du=4r3dz, dz=(32%-+2ax)dx,

wie frither nachgewiesen bei Gleichungen mit nur einer abhin-
gigen Variablen. Diese Werte von du, dz gebracht in die Glei-
chung.A), so

dy 423dx 3124 2ax) dx
A) E:($3+ax2)d—x+x4 ( ZI ) ; also:
% = (2® 4 ax?) 43 - z* (32% + 2a2);

* Im Entwurf folgt: «dass abgesehn von wenigen Ausnahmens.— Red.

- ————
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daher
dy = {(2® + ax?) 423 -+ 2* (322 + 2a2)} dx.

Der Ausdruck in Klammern ist die erste Abgeleitete von uz; da aber
uz = f (z), ist seine Abgeleitete = f’ (z); setzen wir letztres nun an
die Stelle der algebraischen Funktion, so:

dy ={' (z)dz.

Wir erhielten bereits dasselbe Resultat aus beliebiger Gleichung
mit nur einer abhéngigen Variablen, z. B.:

y=z,

dy M- ’
o = me = f(z),
dy=f' (z) dz.

Allgemeine haben wir: wenn y = f (z), ob diese Funktion von z nun
eine Originalfunktion in z sei oder abhiingige Variable enthalte,
stets dy = df(z) und df(z) = f* (z)dz, also:

B) dy = f'(x) dz, die allgemeingiiltige Form des Differentials y.
Es wire dies sofort nachweisbar, auch wenn gegeben fiir f (z): f (z, z),
d. h. eine Funktion zweier voneinander unabhingigen Variablen. Dies

aber fir unsern Zweck iiberflissig.

11

1) Das Differential
dy=f (x)dx

schaut von vornherein verdichtiger aus als der Differentialkoeffizient

dy ,
4=/ (@),
wovon es abgeleitet.
In %=% sind Nenner und Zahler unzertrennlich verbunden; in

dy=1f (x)dr sind sie augenscheinlich getrennt. so dass sich der
Schluss aufdréngt, es sei nur ein maskierter Ausdruck fir

0=#(2)-0 oder 0=0,

womit «nix ze wolle».
Ein franzosischer Mathematiker aus dem ersten Drittel des 19.
Jahrhunderts, der ganz anders klar als der [dir] bekannte «elegante»
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Franzos  die Differentialmethode mit der algebraischen Methode
Lagrange's verknlipft hat,— Boucharlat sagt:

d . . d . 0 . .
Wenn —(%:3::2 z. B., so ist «d—i alias T oder vielmehr sein

Wert 322 der Differentialkoeffizient der Funktion y. Da -d(i;i also das
Symbol, welches die Grenze 322 représentiert, misste dx stets unter dy

stehn *, aber um die algebraischen Operationen zu erleichtern, behandeln

.. d . . d . . .
wir Tyr alsgewohnlichen Bruch und F.Z— = 3z® als eine gewohnliche

Gleichung; man erhidlt dann durch die Befreiung der Gleichung von
ihrem Nenner das Resultat:

dy == 3x% dz,

welcher Ausdruck das Differential von y heissty.

Um also «die algebraischen Operationen zu erleichtern», fiihrt man
eine nachgewiesnermassen falsche Formel ein, die man «Differential»
tauft.

™ In der Tat ist der casus nicht so bdsartig.

0 : . .
In 0 ** jst der Zahler unzertrennlich vom Nenner, aber warum?

Weil beide nur ungetrennt ein Verhdltnis ausdriicken, dans 1’espeéce
das auf sein absolutes Minimum reduzierte  Verhaltnis:

n—y _ 1) —=1

Iy —JI Iy—&

wo der Zahler zu 0 geworden, weil der Nenner. Getrennt sind beide O,
verlieren daher ihren symbolischen Sinn, ihren Verstand.

Sobald aber z; — a2 = 0 in dz eine Form gewinnt, welche es un-
abanderlich manifestiert als verschwundne Differenz der unabhangigen
Variablen z, also auch dy als verschwundne Differenz der Funktion
von 2 oder der Abhingigen y, wird die Trennung des Nenner vom
Zihler eine durchaus zulédssige Operation. Wo immer dz jetzt stehe,
solcher Ortswechsel ldsst das Verhédltnis von dy zu ihm unberiihrt.
dy = [’ (1) dr erscheint so uns als eine andre Form von

=1 @

dr

8 (_ und ist stets in letztres umsetzbar.

* Im Entwurf: «stehen bleiben»s.— Red.

¥* Im Entwurl: «In der Form%». — Red.
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2) Das Differential dy = f'(x) dr ergab sich durch direkte algeb-
raische Ableitung aus A) (sieh I, 4), wihrend die algebraische Ableitung
der Gleichung A) schon bewiesen hatte, dass Differentialsymbole,
dans I'espéce der symbolische Differentialkoeffizient, welche urspriin-
glich entstehn als bloss symbolische Ausdriicke algebraisch vollzogner
Differentiationsprozesse, notwendig wieder in selbstindige Ausgangs-
punkte, in Symbole erst zu verrichtender Operationen oder in Opera-
tionssymbole umschlagen, daher auch die auf algebraischem Weg
entstandnen symbolischen Gleichungen in symbolische Operationsglei-
chungen.

Wir sind also doppelt berechtigt, das Differential dy = f’(x) dx
als symbolische Operationsgleichung zu behandeln. Wir wissen dabei
jetzt a priori, dass wenn

y==f(z) |und] dy=df(x),

dass wenn die durch df () angezeigte Differentialoperation an f (z)
vollzogen wird, das Resultat: dy = f'(z)dz, und dass sich hieraus
schliesslich ergibt:

d .
== ().

Aber auch erst vom Augenblick, wo das Differential als Ausgangs-
punkt des Calculus funktioniert, ist die Umkehrung der algebraischen
Differentiationsmethode vollendet, und erscheint daher der Differen-
tiationskalkulus selbst als eine ganz aparte, spezifische Rechnungs-
weise mit variablen Grossen.

[ Um dies zu veranschaulichen, fasse ich die von mir angewandte
algebraische Methode allgemein zusammen, indem statt bestimmter
algebraischer Ausdriicke in z nur f(z) gesetzt, und die «vorldufig
Abgeleitete» (sieh das erste Manuskript *) als f! (z) bezeichnet
wird im Unterschied von der definitiv «Abgeleiteten» f’ (z). Dann,
wenn

f@)=y, [f(x)=uy

[so]
f(xy) —f(z) =ys—y oder Ay,
f1(z) (z1—x) =y;—y oder Ay.

Die vorldufig Abgeleitete f!'(zr) muss** Ausdricke in z; und x
enthalten ganz wie ihr Faktor z,—z, mit der einzigen Ausnahme,

* Sieh «Uber dem Begriff der abgeleiteten Funktion», S.51. — Red.
** ITm Entwurf: «muss in der Regel».— Red.
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wenn f(z) eine Originalfunktion ersten Grades ist

L) — Y1—Y Ay
ff{z)= - oder i

Wird nun in f!(z) gesetzt
=2z, also z;—x=0,

so erhalten:
f(x)=-— oder ==

und schliesslich:
f (¥)dz=dy oder dy=f (z)dx.

Das Differential von y ist also der Schlusspunkt der algebraischen
Entwicklung; es wird der Ausgangspunkt des sich auf eignem Boden
bewegenden Differentialcalculus. dy — isoliert betrachtet, d.h. ohne

sein Aquivalent — die Differentielle von y, spielt hier sofort dieselbe
Rolle wie Ay in der algebraischen Methode, und dz, die Differentielle

von z, dieselbe Rolle wie dort Az,
Hitten wir

Ay 4

—A';~f (z)

von seinem Nenner befreit, so [erhielten wir):

[) Ay=f1(x)Az.

Dagegen ausgehend vom Differentialcalculus als fertiger, aparter
Rechnungsart — und dieser Ausgang ward selbst algebraisch abgelei-
tet,— beginnen wir sofort mit dem Differentialausdruck von 1),

namlich:
oL 1I) dy=f () dx.

3) Da sich die symbolische Gleichung des Differentials gleich bei
der algebraischen Behaudlung der elementarsten Funktionen mit nur
einer abhiingigen Variablen einstelit, scheint es, dass auch der Umschlag
in der Methode viel cinfacher als es an dem Beispiel

Yy = uz

geschah, entwickelt werden konnte.

Die elementarsten Funktionen sind die von einem Grad; sie sind:
a) y=ux, welches liefert den Differentialkoeffizienten —3%: 1,

also: das Differential dy=dx.
b) y=z-ab; es liefert den Differentialkoeffizient 2 =1, also

wieder: das Differential dy=dxz.




UBER DAS DIFFERENTIAL 71

dy

=a, also: da
T a, also: das

¢) y=ax; es liefert den Differentialkoeffizient

Differential dy=adx.
Nehmen wir den allereinfachsten Fall (unter a)). So:

y==,
Yy =2y,

y—y oder Ay==z,—z oder Az.

) L% oder & ; also auch Ay = Az. Wird nun in 2y
T —z Az Az
x,=r gesetzt oder r; —x =0, so:
0 .9y —
IT) 5 oder = =1 also dy =dz.
Wir sind von vornherein, sobald wir I} erhalten, %zl, gezwun-

gen auf der linken Seite weiterzuoperieren, weil die rechte von der
Konstanten 1 besetzt ist. Und damit scheint doch der Umschiag in
der Methode, der die Initiative von der rechten Seite auf die linke
wirft, von Haus aus ein fir allemal bewiesen, in der Tat das erste
Wort der algebraischen Methode s21bst.

Sehn wir uns die Sache niher an.
Das wirkliche Resultat war:

A
I) —A—:'=1.

II) % oder %=1.

Da beide, I) und II), zum selben Resultat fiihren, haben wir die
Wahl zwischen beiden. Jedenfalls erscheint das Setzen von z;, —z = 0
als eine iiberfliissige und daher willkiirliche Operation. Ferner: operieren
wir in IT) weiter von der linken Seite aus, da auf der rechten «nix ze wolle»,
so erhalten:

0 dy

U oder E.I'—E—:O.
Die Schlussfolgerung wire, das %_—:0, also die Methode, wodurch

T erhalten wurde, irrig. Beim ersten coup fiihrt sie zu nichts Neuem

und gleich beim zweiten zu Nichts.
Endlich: wir wissen aus der Algebra, dass wenn zweite Seiten
von zwei Gleichungen identisch, es auch die ersten sein miissen.
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Folgt daher, dass

Da aber r und das von ihm abhingige y beides variable Grossen
sind, kann sich Az, obgleich eine endliche Differenz, endlos verkiirzen,
in andern Worten, sich 0 ndhern, soviel man will, also unendlich
klein werden, daher auch das von ihm abhéngige Ay. Da ferner

dy _ Ay ay .1 . 0
= A S0 folgt daraus, dass - wirklich nicht das extravagante

bedeutet, sondern umgekehrt die Sonntagsuniform von %%’ sobald

dies als Verhaltnis unendlich kleiner Differenzen funktioniert, also
anders als in der gewohnlichen Differenzenrechnung.

Das Differential dy = dz seinerseits hat aber keinen Sinn, oder
vielmehr grade nur soviel Sinn, als wir fiir die beiden Differentiellen in
d
pr
Deutung, sokoénnten wir mit dem Differential schon Wunderoperationen
verrichten, wie z. B. die Rolle von a dz in der Bestimmung der Sub-
tangente der Parabel zeigt, wozu keineswegs erheischt, dass die Natur
von dz, dy wirklich begriffen sei.

4) Bevor ich iibergehe zu Abschnitt IIT, der den historischen Ent-
wicklungsgang des Differentialcalculus auf verkiirztestem Masstab
skizziert, noch ein Beispiel der bisher angewandten algebraischen
Methode. Um sie schlagend zu kennzeichnen, stelle ich die bestimmte
Funktion auf die linke Seite, welche stets die Seite der Initiative, weil
wir von der Linken zur Rechten schreiben, deshalb auch die allgemeine
Gleichung:

der Analyse von == entdeckten. Ndhmen wir dies in der zuletzt gegebnen

"+ Pxm—1fete. + T+ U=0,
und nicht

0=z 4 Pxm—1 fete. - Tz + U,

Wenn Funktion y und wunabhingige Variable z verteilt sind
auf zwei Gleichungen, wovon die erste y als Funktion der Variablen
u darstellt, die zweite dagegen u als Funktion von z, sei der beiden
gemeinschaftliche symbolische  Differentialkoeffizient zu  finden.
Nimm an:

1) dut=y, 3ut =y,

dann
2) B¥taxt=u; 2} +axi=u,.
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Behandeln wir zunéchst Gleichung 1):
ul—3ut=y,—y,
3(u’i—u2):y1_~yv

3(ug—u) (ug+u)=y1—y,
— A
3(u1+u):—%-1~—_~§- oder A—Z

Wird nun auf der linken Seite gesetzt u,=u, also u,—u=40,
dann:

3(utuy="%,
3(2u) =2,
6u—%y—

Setzen wir nun fiir u seinen Wert z%-4-ax?, so:

3) 6(.1:3—{—(112):3—3

Wenden wir uns jetzt zu Gleichung 2), so:

ri4ari—z’—art=u,—u,

23 —28) +a (2} —2?) =uy —u,

(zy—x) (22 + 22 + 2%) +-a (2 — 2) (21 + 7) = uy —u,

. Uy —u Au
(xi+xix+:r2)+a(xifx)=xi_x oder .

Setzen wir z; =z auf der linken Seite, so z; —x=0; daher

(x2+xx+x2)—§—a(x+x)=%.

du
4) 3x2+2a1:=E.
Multiplizieren wir jetzt die Gleichungen 3) und 4) miteinander, so:

-— e ¢ ———

die stellenweise auch anwendbar auf Gleichungen mit zwei unabhén-
10 _ gigen Variablen.
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[ Dass es nun keine Hexerei ist, eine an bestimmte Funktionen
nachgewiesene Entwicklung in eine ganz allgemeine Form umzuset-
zen, zeige das obige Beispiel. Nimm an:

D y=1fu, yi=f(u), yi—y=1(u)—f(u),
) daher

2) u=¢(z), u=09(z), U —u=0¢(r)—e(z).

Aus der Differenz sub 1) ergibt sich:

Yyi—y =f(“1)'—f(“). ﬂ._df(“)

ug—u ug—u du ~ du
da aber df (u)=f (u)du, so
dy _ f'(uw)du
du - du !

folglich:
dy
3) o =1 ).
Aus der Differenz sub 2) folgt:

y—u () —9(z) du _ do(z)
@—z  zy—z dz = dz
und da do (z) =¢' (2)dz, so
du @' (u)dr
dr ~ T dz !
also:
du '
62— g ()
Multiplizieren wir Gleichung 3) mit 4), so:
dy d d ' '
9) 'Eiyf'% oder d—i =f (u)-¢' () q.e.d.

1ne

N. III. Schluss dieser zweiten Lieferung folgt, sobald John Lan-
den nachgesehn auf Museum.
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Sobald zur Differentiation der f (u, z) [ =uz], wo die Variablen u und
z beide Funktionen von z sind, geschritten wird, erhalten wir im Unter-
schied von den friihern Fillen, wo nur eine abhingige Variable, nim-
lich y, Differentialausdriicke auf beiden Seiten, ndmlich:

in erster Instanz:

d du dz

P TR T
in zweiler redusziert:

dy =z du+u dz,

welches letztere auch nicht dieselbe Form hat wie bei einer abhén-
gigen Variablen, z.B. dy = max™!dz, denn hier gibt uns Z—Z sofort
die von Differentialsymbolen befreite f'(z)=maz™1!, was in dy=
=zdu-+tudz keineswegs der Fkall. Aus den Gleichungen mit einer
abhéngigen Variablen haben wir ein fiir allemal gesehn, wie die abge-
leiteten Funktionen von {Funktionen in] z, im obigen Fall von z™,
gewonnen werden durch wirkliche Differentiation [Differenzsetzung]
und deren spitere Aufhebung, und wie zugleich fiir die abgeleitete

Funktion das symbolische Aquivalent —8—:% entspringt. Dass

%: Z—i gesetzt wird, erscheint hier mnicht nur zulissig, sondern
notwendig, da % in seiner eignen waldurspriinglichen ¥orm = jeder
Grosse, indem %:X, stets 0=0 liefern muss. Hier aber erscheint
T gleich einem ganz bestimmten Spezialwert, =ma™—! und ist

selbst das symbolische Resultat der Operationen, wodurch dieser
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Wert abgeleitet wird aus z™; als solches Resultat ist es ausgedriickt

in Z_Z' Hier wird also % ( =~00-) in seinem Ursprung nachgewiesen

als symbolischer Wert oder Differentialausdruck des bereits
abgeleiteten f'(z) nicht umgekehrt f (x) vermittelst des Symbols

dy
v gefunden.

Zugleich aber, sobald wir einmal dies Resultat gewonnen, also uns
schon auf dem Boden des Differentialcalculus bewegen, kénnen wir
umgekehrt, wenn wir z. B.

m

" =f(z) =y
zu differenzieren haben, von vornherein wissen

dy = mz™! dx
oder
dy

29— m—4 .
iz mx

Hier gehn wir also von dem Symbol aus; es figuriert nicht mehr
als das Resultat der Ableitung der Funktion x, sondern bereits als
symbolischer Ausdruck, der anzeigt, welche Operationen mit f(z)

d . ’
vorzunehmen, um den Realwert von d—i’ i.e. f'(z), zu erhalten. Im

2 erhalten als symbolisches Aquivalent

ersten Fall wird -g—oder 7
X

von f’'(z), und dies notwendig das erste, um den Ursprung von % zu

entdecken; im zweiten Fall wird f’ (z) erhalten als Realwert des Sym-

dy . dy d?% .
bols - Dann aber, wo die Symbole I’ g etc. zu Operationsfor-

meln des Differentialcalculus geworden, konnen sie als solche Formeln
auch auf der rechten Seite der Gleichung erscheinen, wie dies schon
der Fall in dem einfachsten Fall dy = f' (z) dz. Wenn solche Gleichung

in ihrer Schlussgestalt nicht wie in diesem Fall uns sofort Z—Z=

=f (x) etc. gibt, so dies der Beweis, dass sie eine Gleichung ist,
die nur symbolisch ausdriickt, welche Operationen in der Anwendung
auf bestimmte Funktionen vorzunehmen sind.

Und dies sofort der Fall — und der einfachste Fall — bei d(uz),
wo u und z beide Variable, aber beide zugleich Funktionen derselben
dritten Variablen, z.B. von z, sind.
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Sei zu differenzieren f (z) oder y = uz, wo u und z beide von z abhdin-
gige Variable. Dann

Yy =uUyzy
und
Yo — Y = Uy2y — Uz,
Also:
1=y Wm0 Uz
Iy—I —z ry—zx'
oder
Ay wz—uz
Az T zy—z
Aber

Uyzy —uz =2y (Uy —u) +u (2, —2),

da dies gleich

20Uy — 24U+ UZy—UZ = Z)Uy — UZ.
Also:

uizi-—uz uy—u zi—z

=2 +u .

zy—z Zy—2z ry—z

Wird nun auf zweiter Seite z,—z=0, oder x;==z, so wird
u;—u=0, also uy=u, und zy—z=0, also z;=2z; wir erhalten daher

dy _ _du udz
dzr %z az

und daher

d (uz) oder dy=zdu+udz.

Es ist nun zu bemerken fiir diese Differentiation von uz—im
Unterschied von unsern fritheren Féllen, wo wir nur eine abhdngige
Variable hatten, —dass wir hier sofort Differentialsymbole auf beiden

Seiten der Gleichung finden, nadmlich:
in erster Instanz:

d e ds
dz  * dx dz’

in zweiter

d(uz)oderdy =zdu+udz,
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welches auch nicht dieselbe Form hat, wie bei einer unabhiingigen
Variablen, wie z.B. dy=f(z)dz; denn hier gibt uns Division

durch dz sofort Z—Z= f (z): den vom symbolischen Koeffizient freien

Spezialwert der aus function z abgeleiteten f'(z), was keineswegs

der Fall ist in dy =zdu+udz.

In den Funktionen mit nur einer abhingigen Variablen wurde
gezeigt, wie aus einer Funktion r, z.B. f(z)=2z", eine zweite Funk-
tion z, f'(z) oder im gegebnen Fall ma™—! abgeleitet wird vermit-
telst wirklicher Differentiation und spaterer Aufhebung derselben und
wie aus diesem Prozess zugleich fiir die abgeleitete Funktion das sym-

bolische Aquivalent %—=-§% auf der linken Seite der Gleichung ent-

springt.

0 d . . . .
Ferner: das Setzen von F=% war hier nicht nur zuléssig,

. . 0 . . .
sondern mathematisch notwendig, da o In seiner eignen waldur-
springlichen Form jeden Grossenwert haben kann, weil 7=

stets 0=0 liefern muss. Hier aber erscheint -g—als symbolisches
Aquivalent eines ganz bestimmten Realwerts, wie z.B. oben mz™—!,
und ist selbst nur Resultat der Operationen, wodurch dieser Wert

abgeleitet aus z™; als solches Resultat ist es festgehalten in der

dy
Form o=

. d 0y . . . ;
" Hier also, wo —d;yr- ( 23) in seinem Ursprung nachgewiesen, wird

keineswegs f'(z) vermittelst des Symbols % gefunden, sondern im

Gegenteil der Differentialausdruck %— als symbolisches Aquivalent der

bereits abgeleiteten Funktion z.
Sobald dies Resultat aber einmal gewonnen, konnen wir umgekehrt
verfahren. Ist eine f(x), z.B. z™, zu differenzieren, so suchen wir

erst den Wert von dy und findén dy= mz™-1dz, also %:mx"‘"i.

Hier figuriert der symbolische Ausdruck als Ausgangspunkt. [Wir]
bewegen uns so bereits auf dem Boden des Differentialcalculs, d.h.

% etc. dienen bereits als Formeln, welche bekannte mit der Funk-

tion x vorzunehmende Differentialoperationen anzeigen. Im ersten




1L

ERSTER ENTWURF 79

d 0

Fall ward % ( =3
im zweiten wird f'(z) gesucht und erhalten als Realwert der Symbo-
o %Y 4%
dz ' da?
Dienen diese Symbole aber bereits als Operationsformeln des Diffe-
rentialcalculs, so konnen sie als solche Formeln auch auf der rechten
Seite der Gleichung erscheinen, wie dies bereits geschah in dem ein-

fachsten Fall dy=f'(z)dz. Wenn solche Gleichung in ihrer Schluss-

) erhalten als symbolisches Aquivalent von f'(z),

etc.

gestalt nicht wie im erwidhnten Fall sofort reduzierbar auf % = f'(x) etc.,

i.e. auf einen Realwert, so beweist das, dass sie eine Gleichung ist, die
nur symbolisch ausdriickt, welche Operationen vorzunehmen, sobald
bestimmte Funktionern an die Stelle ihrer unbestimmten [Zeichen] treten.

Der einfachste Fall, wo dies eintritt, ist bei d (uz), wo « und z beide
variabel, aber beide zugleich Funktionen derselben 3tén Variablen, z.B.
von z, sind.

Wenn wir hier erhalten sofort bei dem Differenzierungsprozess (sieh
Anfang hiervon aus Heft I, wiederholt p. 10 dieses Heftes *)

dy du dz
YR TR

so nicht zu vergessen, dass u und z hier beide von z abhingige Variable,
wie y nur abhédngig von z, weil von z und u. Bei einer abhéingigen Va-
riablen hatten wir diese auf der symbolischen Seite, wir haben jetzt auf
der rechten Seite zwei Variablen u und z, die unabhingig gegeniiber y,
aber beide abhingig von z sind, und ihr Charakter [als] von z abhén-
giger Variablen erscheint in ihren respektiven symbolischen Koeffizien-

ten % und % . Treten abhingige Variablen auch auf die rechte Seite,

so missen daher notwendig auch symbolische Differentialkoeffizienten
innerhalb derselben auftreten.
Aus der Gleichung

dy _du dz
dr ~ " dz dz

folgt:

d (uz) oder dy =z du+udz.

Diese Gleichung zeigt aber nur die Operationen an, die vorzunehmen,
sobald v und z als bestimmte Funktionen von z gegeben sind.

* Sieh S.77. — Red.
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Der einfachste Fall ware z.B.
u=azx, z=bx.

Dann

d (uz) oder dy=br-adr4az-bdx.

Dividieren wir beide Seiten durch dz, so:

Z—i = abx +- bax = 2abz

und
d2y

w=ab—{—ba=2ab.

Nehmen wir aber von vornherein das Produkt
y oder uz=ax-bzr=aba?

so0

dy d2y
b2 _ — 9ab!
uz oder y=aba?, - 2abr, -7 2ab.

Sobald wir Formel erhalten wie z.B. [w =]z % , ist klar, dass die

Gleichung, what we might call allgemeiner Operationsgleichung, sym-
bolischer Ausdruck zu verrichtender Differentialoperationen [ist].

Nehmen wir z.B. [den] Ausdruck y —% , wo y Ordinate, z Abszisse, so ist

dies der allgemeine symbolische Ausdruck fir die Subtangente jeder
beliebigen Kurve (ganz wie d(uz) = zdu +udz solches fiir Differen-
tiation jedes Produkts zweier Variablen, die von derselben dritten abhén-
gen). Solange wir aber den Ausdruck lassen wie er ist, fiihrt er zu weiter
nichts, obgleich wir fiir dz die sinnliche Vorstellung haben, dass es
Differential der Abszisse, und fiir dy, dass es Differential der Ordinate.

Um irgendein positives Resultat zu erhalten, miissen wir erst die
Gleichung einer bestimmten Kurve nehmen, die uns einen bestimmten
Wert von y in z und daher auch fiir dz gibt, wic z.B. y? = az, die Glei-
chung der gewohnlichen Parabel, und dann durch Differentiation erhal-

2yd Y .
ten 2y dy = a dz; hence dz = —ya—y . Setzen wir diesen bestimmten Wert

fir dz in die allgemeine Formel der Subtangente y Z—;, so erhalten

2ydy
e y-2ydy 2y?

dy ady  a

1
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und da y?=ax [so ist dies]

welches der Wert der Subtangente der gewohnlichen Parabel; i.e. sie
ist =2 X Abszisse. Aber wenn wir die Subtangente T nennen, so lie-

fert die allgemeine Gleichung yj—;zr, nur ydr=tdy. Vom Stand-

punkt der Differentialcalculs aus daher die Frage meist so gestellt

(mit Ausnahme von Lagrange): den Realwert fiir % zu finden.
Die Schwierigkeit scheint hervorzutreten, wenn wir fir 'd% etc.
ihre Originalform —8— setzen dann
dy _ g du 9
dr ~ Cdz dz
erscheint als
g = 7. 2 “u- 2
0“0t

Gleichung, die richtig ist, aber zu nichts fithrt, und um so weniger,

da die drei % aus verschiednen Differentialkoeffizients entspringen,

von deren verschiednen Ableitungen nichts mehr sichtbar ist; aber
zZu erwagen:

1) Selbst in der ersten Darstellung mit einer unabhingigen Variab-
len erhalten erst

0 dy . T
m oder E?_f (z); also dy={ (z)dxz.

Aber da
9 gy=0 und dz=0, also 0=0
dr 0! ¥ ! )
Indem wir wieder fiir % seinen unbestimmten Ausdruck % set-

zen, begehn wir hier jedoch einen positiven Fehler, denn %— hier nur
gefunden als symbolisches Aquivalent des realen Werts f'(z),
und als solches ist es festgehalten im Ausdruck j—i—, also auch in

dy =f'(z)dz.
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2) 2=~ wird 2 oder -0~, weil die Variable z,=2z wird oder
Iy—z dz 0

z,—z=0; wir erhalten also sofort nicht 0, sondern % fir :’—_;—;
—

wir wissen aber im allgemeinen, dass % jeden Wert haben kann, und

dass es im bestimmten Fall den Spezialwert hat, der sich ergibt,
sobald fiir u eine bestimmte Funktion von z tritt; wir sind also

. . d . 0 .
nicht nur berechtigt ‘% fir 7 setzen, sondern miissen es tun,
d

di hier nur als Symbole fiir vorzunehmende Dif-

ferentialoperationen figurieren. Solange wir [aber] bei dem Resultat

da du ebenso wie
dz

dy du dz
Tt T
also

dy =z du + u dz,

du dz

stehenbleiben, bleiben auch ——

57 3+ G4, dz unbestimmte Werte, so

gut wie das jeden Werts fahige —g—

3) In der gewohnlichen Algebra selbst kann% als Form erscheinen

fir Ausdriicke, die einen Realwert haben, eben weil—g— Symbol jeder

.o . 72—~q? .
Grosse sein kann. Sei z.B. gegeben . Setzen wir r=q, so

z—a=0 und 2?=a?, daher 22—a?=0. Wir erhalten also

z2—q2 0

z—a 0’

das Resultat soweit richtig; es beweist aber keineswegs, da % Jeden

x2

—n2
Wert haben kann, dass I_Z keinen reellen Wert hat.

Zerlegen wir z2—a? in seine Faktoren, so selbes=(z4-a)(x—a);
also

12—-qa2 I e—
I—a =( +a).x—

a
=2+

als wenn 2—a=0, so =g, daher z+a=a4a=2a.
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Hitten wir in einer gewohnlichen algebraischen Gleichung das
Glied P (zx —a), so wenn z =a, also z — a = 0, notwendig
P(x—a)=P-0=0; ebenso, unter denselben Voraussetzungen,
P (2> — a* = 0. Die Zersetzung von 22 — a® in seine Faktoren
(zx + a)(x — a) wiirde nichts daran dndern, denn

P(z-a)(z—a)=P(x+4a)-0=0.

Daher folgt aber keineswegs, dass wenn vermittelst Gleichsetzung
von z=a, das Glied P. (%
wendigerweise = 0.

% kann jeden Wert haben, weil %:X stets 0=X:-0=0 lie-

) sich entwickelt hitte, sein Wert not-

fert; aber weil %- jeden Wert haben kann, hat es eben nicht

notwendig den Wert 0, und wenn wir seine Herkunft kennen,
ist, sobald sich ein realer Wert dahinter versteckt, dieser auch auf-
findbar.
2__. 42
So zum Beispiel P--IxT:, wenn zr=a, z—a=0, also auch

z2=qa?, 22—a?2=0; daher

x2—q2

0
P. =Po6.

r—a

Obgleich wir mathematisch ganz richtig dies Resultat erhalten,
so ware es aber nicht minder mathematisch falsch ohne weite-

0 . . .
res anzunehmen, dass P-3=O, weil diese Voraussetzung ein-

schlosse, dass —% notwendig keinen andern Wert als 0 haben kann

und daher

0
P-5=P-0.

Vielmehr wire zu untersuchen, ob sich kein anderes Resultat ergibt
durch Zersetzung von z®> — @ in seine Faktoren (z + a)(z — a); dies
verwandelt in der Tat den Ausdruck in

*=P.(z+a) 1,

P-(x—,La)-I p

I —

und [wenn] £ = a in P-2a oder in 2Pa. Sobald wir also mit Variablen
rechnen, ist es um so mehr nicht nur berechtigt, sondern geboten, die
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Herkunft von —g-durch die Differentialsymbole 3—1 , % etc. festzuhalten,

nachdem wir urspringlich bewiesen haben, dass sie entspringen als
symbolisches Aquivalent der abgeleiteten Funktionen von Variablen,
2 |_die bestimmte Differentiationsprozesse {zu] durchlaufen haben. Sind
sie so urspriinglich das Resultat solcher Differentiationsprozesse, so
kénnen sie eben darum umgekehrt [zu] Symbolen mit den Variablen
erst vorzunehmender Prozesse werden, also [zu] Operationssymbolen,
die statt als Resultate, als Ausgangspunkte figurieren, und dies ist ihr
wesentlicher Dienst im Differentialcalcul. Als solche Operationssym-
bole konnen sie selbst zum Inhalt der Gleichungen zwischen den ver-
schiednen Variablen werden (bei implizierten Funktionen steht
von vornherein auf der rechten Seite [der GleicHung} 0 und die abhén-
gige wie unabhingige Variablen mit ihren Koeffizienten auf der

linken).
So in der Gleichung, die wir erhalten:

dy zdu udz
+ dz

d (u2) B
iz oder -=—-

Von dem friither Gesagten abgesehen, erscheinen hier die von z abhén-
gigen Funktionen z und u selbst unverdndert als z und u wieder; aber
jede derselben ausgestattet mit dem symbolischen Differentialkoeffi-
zienten der andern als Faktor,

Die Gleichung hat also nur den Wert einer allgemeinen Gleichung,
die durch Symbole anzeigt, welche Operationen vorzunehmen, sobald

u und zrespektiv, als abhangige Variable, zwei bestimmte Funktionen

von z, gegeben sind.
Nur sobald [wir] bestimmte Funktionen von [x] haben fiir ¥ und z,

. du (0 dz (0 " dy { 0

kann d_x(_' 0) und 717(“3) und daher auch d_x(_ﬁ') zu 0
werden, also der Wert von %:0 kann nicht prasumiert werden, son-
dern miisste sich aus den bestimmten Funktionsgleichungen selbst
ergeben,

Wire z. B. u=23%+a2? so

d?u

(—8—)1:52—:63:4—2(1, (F)szmzo'

also -g— in diesem Fall =0,
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Das Kurze und Lange von der Geschichte ist, dass wir hier vermit-
telst der Differentiation selbst die Differentialkoeffizienten in ihrer

symbolischen Form als Resultat erhalten, als Werte [des Symbols Z—Z in]

der Differentialgleichung, nidmlich in der Gleichung

d (uz) o dy _ _du dz
& Ol TR TG

Nun wissen wir aber, dass wu—=einer bestimmten Funktion von z,

z. B. f(x). Daher =£—2= | in seinem Differentialsymbol st gleich
Iy—zI dr

/' (z), erster abgeleiteten Funktion von f(z). Ebenso z=¢(z) z. B.,

und so ebenfalls %-(p'(x), ditto—von ¢ (z). Nun liefert uns aber

die Originalgleichung selbst weder u noch z in irgendeiner bestimmten
Funktion von z, wie wire z. B.

u=z" z=Vr.

Sie liefert uns nur u und z als allgemeine Ausdriicke fiir jede 2 belie-
bige Funktionen von z, deren Produkt zu differenzieren ist.

Die Gleichung besagt, dass, wenn ein Produkt irgend zweier Funktio-
nen von z, vorgestellt durch uz, zu differenzieren ist, erst fiir den symbo-

lischen Differentialkoeffizienten % der entsprechende Realwert zu fin-
den, d. h. die erste abgeleitete Funktion say of f{z), und dieser Wert

zu multiplizieren mit ¢ (z) = z; dann der Realwert von % ebenso zu

finden und zu multiplizieren mit f (z) = u; endlich die zwei so erhal-
tnen Produkte zu addieren. Die Operationen des Differentialcalculs
sind hier bereits als bekannt unterstellt.

Die Gleichung ist also nur eine symbolische Andeutung von vorzu-
nehmenden Operationen, und die symbolischen Differentialkoeffizien-

ten —Z—Z— , —3—; werden hier zugleich zu Symbolen, der in jedem konkreten

Fall erst zu vollziehenden Differentialoperationen, wihrend sie ur-
spriinglich selbst abgeleitet wurden als symbolische Formeln bereits

vollzogner Differentialoperationen.
Sobald sie diesen Charakter angenommen, kénnen sie selbst zum

Inhalt der Differentialgleichungen werden, wie z. B. im Taylorschen
Theorem:?

d
y,:y—f-—(%h + etc.
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Dies sind dann aber auch nur allgemeine, symbolische Operationsglei-
chungen. Das Interessante an diesem Falle der Differentiation von uz
ist daher, dass es der einfachste, worin sich im Unterschied zu der Ent-
wicklung der Fille, wo die unabhédngige Variable z bloss eine abhén-
gige Variable y hat, durch Anwendung der urspriinglichen Methode selbst
die Differentialsymbole auch auf der rechten Seite der Gleichung (ihrem
Entwicklungsausdrucks) [sich] einstellen, daher zugleich als Operations-
symbole auftreten und als solche zum Inhalt der Gleichung selbst
werden.

Diese Rolle, worin sie zu verrichtende Operationen anzeigen und
daher als Ausgangspunkt dienen, ist ihre eigentliche Rolle im bereits
auf eignem Boden sich bewegenden Differentialcalcul, aber es ist sicher,
dass dieser Umschlag, diese Umkehrung der Rollen, von keinem Mathe-
matiker beriicksichtigt und noch weniger durch eine ganz elementare
Differentialgleichung als notwendig nachgewiesen worden. Es wird
aur als Tatsache erwiahnt, dass wihrend die Entdecker des Differential-
calculus und das Gros ihrer Nachfolger die Differentialsymbole
zum Ausgangspunkt des Calculs machen, Lagrange umgekehrt die al-
gebraische Ableitung der wirklichen Funktionen der unabhingigen
Variablen zum Ausgangspunkt macht und die Differentialsymbole
zu bloss symbolischen Ausdriicken der bereits abgeleiteten Funktio-
nen macht.

Kehren wir noch einmal zu d (uz) zuriick, so haben wir zunichst
als Produkt der Setzung von z, — z = 0, als Produkt der Differential-
operation selbst erhalten:

dy du dz
Friakir e =

Da die Nenner hier dieselben, so erhalten wir als reduzierten
Ausdruck

dy = zdu+ udz.

I Dies entspricht dem, dass im Fall bloss einer abhangigen Variablen
wir erhielten als symbolischen Ausdruck der abgeleiteten Funktion
von z, der f'(z) (z. B. von maz™!, was f (z), wenn az™ = f(x)),

ay

o als ihren symbolischen Ausdruck

auf der linken Seite

dy /
== @
und erst als Resultat hiervon

dy=f (z)dz
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(z. B. %:max’"—i; dy = max™! dz, welches das Differential of

. . . . . d
function y) (letzteres konnen wir gleich wieder umwandeln in d—i =

=max"‘“') . Aber der Fall

dy =zdu—+udz

unterscheidet sich wieder dadurch, dass die Dilferentialen du, dz hier
auf der rechten Seite als Operationssymbole stehn, und dass erst
nach Verrichtung der Operationen, die sie anzeigen, dy bestimmt ist.
Wenn

u=f(x) und z=¢(2),

so wissen wir, dass wir fir du erhalten

du=f (z)dx
und fiir [dz]
dz =@’ (z)dx.
Also:
dy=q¢(x)f (¢)dz+ f(2)¢" (r)dx
und

d , . )
Z=9@f @+ 1@ ¢ (@)
Im ersten Fall also erst der Differentialkoeffizient

w=r@

gefunden und dann das Differential
dy - " (x) dx.

Im zweiten erst das Differential dy und dann der Differentialkoelfi-
zient %. Im ersten Fall, wo die Differentialsymbole selbst erst aus den

mit der f(z) vorgehenden Operationen entspringen, muss erst die abge-
leitete Funktion, der wirkliche Differentialkoeffizient gefunden sein,

damit ihm als sein symbolischer Ausdruck %gegenﬁbertrete, und erst

nachdem er gefunden, kann davon abgeleitet werden das Differential
dy = f'(z)dz.
Umgekehrt in dy = z du + u da.
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Da du, dz hier als Operationssymbole figurieren und zwar Operatio-
nen andeuten, deren Ausfithrung wir bereits aus dem Differentialcalcul

d . . . . .
kenne so, um den Realwert von d—z zu finden, miissen wir erst in jedem

konkreten Fall fiir u seinen Wert in z und fir z ditto seinen Wert
in z setzen, um zu finden

dy=¢(2)f (z)dz + [ (2) ¢’ (2) dz;

dann ergibt erst die Division durch dz den Realwert von

d ’ ,
= =¢(2)f (1)+1(@) ¢ ().
. du dz dy d?y
Was fir T2 42 dr’ aat
Formeln, wo die Differentialsymbole selbst als Inhalt allgemeiner
symbolischer Operationsgleichungen erscheinen.

etc., gilt fir alle komplizierteren

Anmerkungen des Herausgebers

1 Hier wird nochmals an einem Beispiel die Transitivitit der Differential-
operationen gezeigt. Vgl. Kommentar zu 11, 7 und IJ, 10.

2 Der Taylorsche Satz ist ein Beispiel fiir ein Ableitungsschema, in welchem
beliebigfache Ableitbarkeit der gegebenen Funktion vorausgesetzt werden

muf.
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(1]

Wir gingen von der algebraischen Ableitung von f’ (z) aus, um dadurch

zugleich ihren symbolischen Differentialausdruck % oder %— in seinem

Ursprung nachzuveisen, und so auch dessen Sinn zu entdecken. Wir

miissen jetzt umgekehrt, von den symbolischen Differentialkoeffizienten

Z_; , -g% als gegebnen Formeln ausgehn, um die ihnen respektiv entspre-

chenden realen Aquivalente f' (z), ¢’ (z) zu finden. Und zwar sind diese
verschiednen Behandlungsweisen des Differentialcalculs, die von ent-
gegengesetzten Polen ausgehn — und zwei verschiedne historische
Schulen charakterisieren —, hier nicht entsprungen aus Anderung unse-
rer subjektiven Methode, sondern aus der Natur der zu behandelnden
Funktion uz. Wir behandelten sie, wie die Funktionen z mit nur einer
abhéangigen Variablen, indem wir vom Pol auf der rechten Seite ausgin-
gen und mit dieser algebraisch operierten. Ich glaube nicht, dass irgend-
ein Mathematiker, sei es an einer so elementaren Funktion wie uz,
sei es an irgendeiner andern, diesen notwendigen Umschlag aus der
ersten Methode der algebraischen Ableitung (historisch die zweite)
nachgewiesen oder vielmehr wahrgenommen hat. Dazu waren sie zu
sehr mit in der Materie des Calculus absorbiert.

In der Tat finden wir, dass in der Gleichung

0 dy du
—0' Oder E—Za+u

a
dz

d . . .
d—z ganz ebenso wieder entsprungen aus der Ableitung, die rechts

mit uz vorging, wie vorher bei Funktionen x mit einer abhingigen
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. . . . d d ,
Variablen; aber anderseits die Differentialsymbole d—:, d—: dem f'(z)

oder der ersten aus uz Abgeleiteten selbs. wieder einverleibt, und

bilden daher Elemente des Aquivalents von %.

Die symbolischen Differentialkoeffizienten sind so selbst ihrerseits
bereits zum Gegenstand oder Inhalt der Differentialoperation geworden,
statt wie vorher nur als symbolisches Resultat derselben zu figu-
rieren.

Mit diesen beiden Punkten, erstens, dass symbolische Differential-
koeffizienten gleich den Variablen ihrerseits selbst wieder zum inhalt-
lichen Element der Ableitung werden, zu Gegenstinden von Differen-
tialoperationen, zweitens, dass die Fragestellung sich umdreht, indem
statt des symbolischen Ausdrucks fiir die realen Differentialkoeffizien-
ten (f'(z)), der reale Differentialkoeffizient fiir seinen symbolischen
Ausdruck zu finden,— mit diesen beiden Punkten ist der dritte gegeben,
dass statt als symbolisches Resultat der mit der wirklichen Funktion =
vorgegangnen Differentiationsoperationen zu erscheinen, umgekehrt
die symbolischen Differentialausdriicke nun die Rolle von Symbolen
spielen, die mit der wirklichen Funktion z erst zu verrichtende Diffe-
rentiationsoperationen anzeigen; dass sie also zu Operationssymbolen
werden.

In unserem Fall, wo

dy du dz
7Rk P e

konnten wir nur weiter operieren, wenn wir nicht nur wiissten, dass z
und z beide Funktionen von z sind, sondern wenn, wie

y=1x,
fir u und z wirkliche Werte in z gegeben wiren, wie z. B.

u=Vyz, z =234 2ax®.

. d d . .
Und so stehn in der Tat E’;—, d—i als Anzeiger von Operationen, deren

Ausfithrungsweise fur jede beliebige Funktion von z, die an die Stelle
von u und z gesetzt werden, als bekannt vorausgesetzt ist.

¢) Die gefundne Gleichung ist nicht nur symbolische Operations-
gleichung, sondern blof} vorbereitende symbolische Operationsgleichung.

Da in

dy du dz
I el A et ekl
l )] dz 2 dz +u dx
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der Nenner dz sich in allen Gliedern auf beiden Seiten befindet, so ist
ihr reduzierter Ausdruck:

II) dy oder d (uz)=zdu-+udz.

Unmittelbar besagt diese Gleichung, dass, wenn ein Produkt zweier
beliebiger Variablen (und in weiterer Anwendung dies verallgemein-
bar fiir Produkt jeder beliebiger Anzahl von Variablen) zu differenzieren
ist, jeder der beiden Faktoren mit dem Differential des andern Faktors
zu multiplizieren und die so erhaltnen zwei Produkte zu addieren sind.

Die erste Operationsgleichung

dy du dz
Frinar i

wird also, wenn das Produkt zweier beliebiger Variablen zu differen-
zieren war, als vorbereitende Gleichung iiberflissig, nachdem sie ihren
Dienst geleistet, ndmlich den eine allgemeine symbolische Operations-
formel zu liefern, die direkt zum Ziel fiihrt.

Und hier ist zu bemerken, dass das Verfahren der urspriinglichen
algebraischen Ableitung wieder in sein Gegenteil umgeschlagen ist.
Wir erhielten dort erst

By =y —y

als entsprechendes Symbol fir f(z,)— f(z), beides [f(z;) und f(z)}
gewohnliche algebraische Ausdriicke (daf(z) wie f(z,) als bestim-
mte algebraische Funktionen von z gegeben waren). Dann stellte sich

JE—fE) (?—i(l) dar in%, darauf f'(z) (die erste abgeleitete Funktion
L —

von f (z)) in % , und erst aus der Schlussgleichung des Differentialkoef-
fizienten

&)

erhielten wir das Differential
dy = f' (x) dx.

Dagegen liefert uns die obige Gleichung [die] Differentiale dy, dz, du
als Ausgangspunkte. So werden- ndmlich fiir u und z beliebige bestimm-
te, algebraische Funktionen von z gesetzt werden, die wir nur andeu-

ten in
u=F(z) und z=¢(2),
so wird

dy = ¢ () df (z) + f (z) de (@),
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und djese ,d™Zeichen =zeigen nur zu verrichtende Differentia-

tion an.
Das Resultat dieser Differentiation hat die allgemeine Form:

df (z) =f (z) dz
und
dy (z) = ¢’ (z)dz.
Also
dy =¢(z)f (z)dz+ [ (z) 9’ (2) da.
Endlich
% =q(z) f (2)+1(2) ¢’ (z).

Hier, wo das Differential schon die Rolle eines fertigen Operations-
symbols spielt, leiten wir also die Differentialkoeffizienten aus ihm ab,
wihrend in der urspriinglichen algebraischen Entwicklung umgekehrt
das Differential aus der Gleichung der Differentialkoeffizienten her-
geleitet ward.

Nehmen wir das Differential selbst, wie wir es in seiner einfachsten
Form entwickelt, namlich aus der Funktion vom ersten Grad:

y=az, =0
daher das Differential
dy=adx.

Die Gleichung dieser Differentiale scheint viel bedenklicher als
die der Differentialkoeffizienten

0

dy
) oder 3 a,

woraus sie abgeleitet.

Da dy =0 und dz = 0, so dy = a dr identisch mit 0 = 0. Und
dennoch sind wir vollstdndig berechtigt dy und dz fiir die verschwunde-
nen, aber durch diese Symbole im Verschwinden fixierten Differenzen
Y1 — Y, xy — & zu gebrauchen.

Solange wir bei dem Ausdruck

dy=adx
oder allgemein
dy=f'(z)dz
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stehnbleiben, ist er durchaus nichts, als eine andre Darstellung der
Tatsache, dass

dy ,

L f

dI J (x)’

im obigen Fall = a ist, worin wir ihn daher bestindig wieder verwan-
deln konnen. Aber schon diese Umwandelbarkeit macht ihn zu einem
Operationssymbol. Wir sehn sofort, dass wenn wir als Resultat von
Differentiationsprozessen gefunden dy = f’ (x)dz, wir beide Seiten nur

durch dz zu dividieren haben, um %.: f (2), d. h. die Differential-

koeffiziente, zu finden.
So z. B. in y?=ax

d(y*)=d(ar), 2ydy=adx.

Letzte Gleichung von Differentialen liefert uns zwei Gleichungen
von Differentialkoeffizienten, néamlich :
dy _ a

iz =3y W og=

2ydy=adx liefert uns aber auch unmittelbar fir dz den

Wert 2yady , der z. B. in die allgemeine Formel der Subtangenten

yj—;gesetzt, und schliesslich 2z, die doppelte Abszisse, als Wert
der Subtangente der gewohnlichen Parabel herstellen hilft.

II

Wir wollen jetzt ein Beispiel nehmen, wo zuerst die symbolischen
Ausdriicke als fertige Operationsformeln des Calculs dienen, daher auch
fiir den symbolischen Differentialkoeffizienten sein Realwert gefunden
wird, dann aber die umgekehrte elementare algebraische Darstellung
folgen lassen.

1) Die abhédngige Funktion y und die unabhingige Variable z seien
nicht verbunden in einer einzigen Gleichung, sondern so, dass y in einer
ersten Gleichung direkt als Funktion der Variablen wu figuriert, u
aber in einer zweiten Gleichung direkt als Funktion der Variablen
z. Aufgabcei!: zu finden den Realwert des symbolischen Differentialkoef-

y

fizienten == .
dz

Sel
a) y=/[(u), b) u=e¢(2).
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Zundchst 1) y=f(u) gibt:

dy  dfw) _ f'( u)du
du  du —f(u)

du dop(z) ©o'(z)dz

2) 9z dz  dz =" (2)-
Also
dy du ,
du dz"f( ) (P (I).
Aber
dy du dy
du dz  dz°
Also

d , ,
32 =100’ (2).
Beispiel. Wenn a) y=3u? b) u=2%4az? so nach der Formel

dy d (3u?) oy .
B 209 _6, (),

aber die Gleichung b) gibt u = z® + az® Setzen wir diesen Wert von u
in Bu, so
B 8@ +02) (=1 ().
Ferner :
d . )
-d—: =31+ 2ax (=¢' (z)).
Also

32 oder 9L — 6 (25 +aa?) (32 + 202) (=1 (4)-¢' (2)).

2) Wir nehmen jetzt fir Ausgangsgleichungen die im letzten
Beispiel enthaltnen Gleichungen, um sie jetzt in der ersten algebrai-
schen Weise zu entwickeln.

a) y=3u? b) u=24-az?
Da y=3u?, [so] y;=3u’, und

Yo —y=3 (u;~u?) =3 (u—u) (u,+ u).
Daher
SLTE =3 (14 + w).

u’—u




ZWEITER ENTWURF 95

Wird nun u,—u=0, also u;=1u, so verwandelt sich 3(u,-+ u)
in 3(u+u)=>6u.

Setzen wir in u seinen Wert aus Gleichung b), so

g—Z: 6 (234 az?).
Ferner: da
u=2z%+ ar?, [s0] uy=ad4 axl
also

uy—u=(x]+ ax}) — (2% + ax?) = (23 — 23) +-a (2} — 2?),
ug—u= (2, —2z) (1} + 2,2 + 1% + a (2, — 2) (x, + 7);
also

ui—u

= (2} + x4y +2%) +a (2, -+ 7).

xl—'z
Wird nun z;— 2z =0, also r;=2z, so

22+ 21 + 2% = 3x®

und

a(ry +x)=2ax
Also:

% = 322 + 2az.

Multiplizieren wir nun die beiden Funktionen der rechten Seite,
so erhalten wir

6 (23 +- aa?) (322 +- 2az),
und dem entspricht auf der linken Seite

dy du  dy

du dz = dz'
also wie vorher.

Um den Unterschied der Entwicklung klarer hervortreten zu lassen,
werden wir die bestimmten Funktionen der Variablen auf die linke
Seite und die von ihr abhédngigen Funktionen auf die rechte Seite stel-
len, da man von den allgemeinen Gleichungen her, wo auf der rechten
nur O steht, gewohnt ist, die Initiative sich auf der linken Seite zu den-
ken. Also:

a) Jul=y; D) P+ari=u.

Da

ut=y, 3ul=y,,
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also
J(ui—u)=y;—y
oder
3(uy—u) (ug+u)=y1—y,
also

Wird nun uy=u, also u,—u=0, so erhalten [wir]

3 (u+u) oder 6u=%.

Setzen wir in 6u seinen Wert aus Gleichung b), so
6(x3+ax2):7u~.
Ferner, wenn

22+ ar=u,

S0
3 2
Xl 4 ax]=1uy
und
3 2 .
T, +ar;—a®—ax® =u —u;
also

(ri—2¥)+a(2—a¥)=us—u.
Losen wir weiter in Faktoren auf:
(r)—2) (22 + 232 L a®) b a(z, —2) (2, + 2) = uy—u.
Daher

y—u |
11—2: !

(r3+ i+ 22 ba(z +2)=

wird nun z; =z, also 2, —z =0, so

du
° L 9
32° + 2ax == e

Multiplizieren wir die 2 abgeleiteten Funktionen miteinander, so

6 (23 + az?) (322 4 2ax) = % ,

und wenn wir umstellen in die herkémmliche Ordnung:

dy du _ dy Q) :
d_u.d_z_d_x_6(x3+ax2)(3x2+2a1).
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Es versteht sich von selbst, dass, infolge ihrer Weitldufigkeit und
der oft schwierigen Zerlegung der ersten Differenz f (x;) — f (z) in
Glieder, deren jedes x;y — z zum factor hat, die letzte Methode als
Rechnungsinstrument nicht vergleichbar neben der historisch altest

hergebrachten.

Andrerseits aber geht man in letztrer von dy, dz, %

als gegebnen
Operationsformeln aus, wihrend man sie in ersterer, und zwar auf
rein algebraischer Weise entspringen sieht. Und weiter behaupte ich
nichts. Und wie wird dort in [historisch] ersterer der Ausgangspunkt
fiir die Differentialsymbole als Operationsformeln gewonnen? Entwe-
der durch verhiillte oder unverhiillte metaphysische Voraussetzungen,
die selbst wieder zu metaphysischen, unmathematischen Konsequenzen
fiihren, also da ist die gewaltsame Unterdriickung gewisser, der Ablei-
tung im Wege stehender und doch aus ihr selbst hervorgegangner
Grossen.

Um nun ein historisches Beispiel des Ausgangs von den 2 entge-
gengesetzten Polen zu geben, stelle ich zusammen die Losung des oben
entwickelten Kasus d (uz) durch Newton und Leibnitz einerseits, durch
Lagrange andrerseits.

1) Newton.

Erst wird uns gesagt, dass wenn die variablen Gréssen wachsen,

:i,y. etc. die Geschwindigkeiten ihrer Fluxionen, alias des respektiven
Wachstums von «z, y etc. bezeichnen. Da ferner numerische Grossen aller
moglichen Quantitiaten durch grade Linien darstelibar, sind die Momen-
te oder unendlich kleinen Quanta, die erzeugt werden, gleich dem Pro-

dukt der Geschwindigkeiten x., y etc. und dem unendlich kleinen Zeit-

teil T, worin sie verlaufen, also = ut, zt und y.
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Betrachten wir nun das Differential von y in seiner allgemeinen
Form dy=f'(z)dz, so haben wir hier bereits eine rein symbolische
Operationsgleichung vor uns, selbst im Fall, wo /' (z) von vornherein
eine Konstante ist, wie in dy=d(azr)=adz. Dies Kind von

—g— oder %: f' (z) schaut verdichtiger aus als seine Mutter. Denn in

% :% sind Nenner und Zdhler untrennbar verbunden; in dy = f' (z)dz

sind sie augenscheinlich getrennt, so dass sich der Schluss aufdrangt:
dy={ (z)dz ist nur ein maskierter Ausdruck fir 0={f"(x)-0, also
0 =0, womit «nichts zu wolle». Feinere, unserm Jahrhundert ange-
horige Analytiker, wie z.B. der Franzos Boucharlat, riechen hier

auch eine Ratte. Er sagt:

In <(£y~=3x2 z.B. ist S alias d—y, oder vielmehr sein Wert 3z2,
dz U dz
der Differentialkoeffizient der function y. Da -g% also das Symbol

ist, welches die Grenze 3z? reprisentiert, miisste dr stets unter dy

stehn, aber, um die algebraischen Operationen zu erleichiern, behandeln

wir % als gewohnlichen Bruch und %:31:2 als gewohnliche Glei-

chung und erhalten so durch Befreiung der Gleichung von ihrem
Nenner dr das Resultat dy=3z%dz, welcher Ausdruck das Diffe-
rential von y heisst» 3.

Um «die algebraischen Operationen zu erleichterns, fihren wir
also eine falsche Formel ein.

In der Tat verhdlt sich die Sache nicht so. In % (eigentlich (%)

zu schreiben) besitzt das Verhiltnis des Minimalausdrucks von y,—y

oder von f(z;)—f(z) oder des Inkrements von f(z) zum Minimalaus-
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druck von x,—2z oder zum Inkrement der unabhingigen variablen
Grosse z eine Form, worin der Zéhler unzertrennbar vom Nenner.

0 , - . .
Aber warum? Um T als Verhaltnis verschwundner Differenzen zu

behalten. Sobald aber z;—~x=0 in dz eine Form gewinnt, welche es
als verschwundne Differenz von z manifestiert, und also auch y;,—y =0
als dy erscheint, wird die Trennung von Zahler und Nenner eine
durchaus zulédssige Operation. Wo dx jetzt auch stehe, sein Zusammen-
hang mit dy bleibt von solchem Ortswechsel unberiihrt. dy=df(z),

also = f’ (z) dz, ist nur ein andrer Ausdruck fiir %Z— [=/"(z}], das am

Schluss herauskommen muss, damit f’ {z) selbstindig [vom Faktor dz]
erhalten werde. Wie niitzlich diese Formel dy=df(z) aber sofort als
Operationsformel wird, zeigt z.B.:

y:=axz,

d(y*)=d(az), 2ydy=adxz;
also

di — 2y dy
a

Dieser Wert von dx gesetzt in die allgemeine Formel der Subtan-

genten ys—;, gibt dann

2y dy
a _ 2y%dy  2y?
dy " ady  a '’
und da
y?=az, [s0] = 223: = 2z;

so dass 2z die doppelte Abszisse der gewdhnlichen Parabel Wert
ihrer Subtangente.

Gilt aber dy = df (x) als erster Ausgangspunkt, woraus selbst ;—l%

erst spiter entwickelt wird, so, damit dies Differential von y irgendei-
nen Sinn habe, missen die Differentiellen dy, dx als Symbole mit bestimm-
ten Sinn wvorausgesetzt sein. Wiren solche Voraussetzungen nicht der
mathematischen Metaphysik entstammt, sondern etwa unmittelbar
abgeleitet worden aus einer Funktion vom ersten Grad, wie y = az,
Yy1—Vy

so, wie friher gesehn, liefert dies —
| —

= a, welches sich verwandelt

1 d : . . . .
In d—: = a. Aber auch hieraus a priori nichts Bestimmtes zu holen.




100 DRITTER ENTWURF

Denn da %—Z— ebensogut = a, wie % = a, und die Az, Ay, zwar endliche

Differenzen oder Inkremente sind, aber endliche Differenzen oder
Inkremente von unlimitierter Kontraktionsfdhigkeit, so kann man
dz, dy ebensowohl als unendlich kleine, sich O beliebig anndherbare
Grossen vorstellen, wie entspringend aus wirklicher Gleichsetzung von
z; —z =0, also auch y; — y = 0. Das Resultat auf der rechten
Seite bleibt beidemal identisch, wihrend in ihr selbst ist durchaus kein
zy = z zu setzen, also auch kein z; — z = 0. Dies Setzen = 0 auf
der andren Seite erschiene daher als ebenso willkiirliche Hypothese,
wie die Annahme von dz, dy als unendlich kleine Gréssen. Ich werde
sub IV) an dem Beispiel d(uz) kurz den historischen Gang zeigen,
vorher aber noch sub III) ein Beispiel geben, welches das erstemal auf
dem Boden des symbolischen Calculs mit einer fertigen Operationsformel
behandelt, das zweite Mal algebraisch dargestellt wird. Soviel hat sich
sub IT) gezeigt, dass die letztre Methode selbst, durch ihre Anwendung
auf eine so elementare Funktion wie das Produkt zweier Variablen, ver-
mittelst ihrer eignen Resultate, notwendig zu der vom Gegenpol aus
operierenden Methode die Ausgangspunkte liefert.

Ad 1V,

Schliesslich (nach Lagrange noch zu bemerken, dass die Grenze
oder der Grenzwert, der sich schon gelegentlich fiir den Differentialkoef-
fizienten bei Newton findet, den er noch aus rein geometrischen Vorstel-
lungen abgeleitet, noch heutzutage stets eine hervorragende Rolle spielt,
sei es nun, dass die symbolischen Ausdriicke als Grenze von f' (2) oder
umgekehrt f' (z) als Grenze des Symbols figurieren oder alle zwei als
Grenzen figurieren. Diese Kategorie, die namentlich Lacroix analytisch
breitgetreten, wird als Ersatz fiir die Kategorie «Minimalausdruck»,
sei es der Abgeleiteten im Gegensatz zu der «vorldufig Abgeleiteteny,

. . . —1 . . .
sei es des Verhaltnisses z’ i , nur wichtig, sobald es sich um Anwendung
-

des Calculus auf Kurven handelt. Sie ist geometrisch vorstellbarer und
findet sich daher auch schon bei den alten Geometern. Bei manchen
Modernen versteckt sich dieser noch immer dahinter, dass die Diffe-
rentiellen und Differentialkoeffizienten blofi sehr Anndherungswerte

ausdricken.
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A) Nachtrégliches iiber Differentiation von wuz.
1) Bei der Entwicklung von d(uz) im letzten Manuskript war fiir
mich mit Bezug auf Gleichung

d du dz
A =i tig
das Wesentliche der Nachweis, dass die hier angewandte algebraische
Methode von selbst in die Differentialmethode umschligt, indem
sie innerhalb der Abgeleiteten, also auf der rechten Seite, symbo-
lische Differentialkoeffizienten ohne entsprechende Aquivalente reale
Koeffizienten entwickelt, womit diese Symbole als solche zu selb-
stindigen Ausgangspunktern und fertiggelieferten Operationsformeln
werden.

Die Form der Gleichung A) bot sich zu diesem Zweck um so
passender als sie eine Vergleichung erlaubt zwischen den innerhalb

der Abgeleiteten f'(z) produzierten %, g—; mit dem auf der linken
Seite gegeniiberstehenden %, welches der symbolische Differen-

tialkoeffizient von f' (z) ist, daher sein symbolisches Aquivalent
bildet.
du dz

Betreffs des Charakters von ——, —— als Operationsiormeln begniigte

ich mich mit dem Wink, dass fiir jene symbolischen Differential-
koeffizienten beliebige «Abgeleitete» als deren Realwerte findbar,
wenn man fir u irgendein f(z), z.B. 3z?% fiir z irgendein ¢ (), z.B.
23+ ax? setzt.

Ich hitte aber auch die geometrische Anwendbarkeit jener Opera-
tionsformeln andeuten kénnen, indem z.B. die allgemeine Formel der



102 EINIGE NACHTRAGE

. d . :
Subtangenten der Kurven =y d—;, welches mit z% , ugi— soweit ganz

tdentischer Form [ist], als sie alle Produkte einer Variablen mit einem
symbolischen Differentialkoeffizienten [sind].

Schliesslich hédtte noch bemerkt werden konnen, dass y = uz,
die einfachste elementarische Funktion (y hier = y' und uz die ein-
fachste Form zweiter Potenz) [ist], an welcher unser Thema entwi-

ckelbar.
A) Differentiation von E‘z_

3) Da d% der umgekehrte Fall von d(uz), hier Multiplikation,

dort Division, so liegt es nahe, die algebraisch gefundne Operations-

formel
d(uz)=zdu-+tudz

direkt zu benutzen, um d% zu finden. Ich werde dies nun tun, damit

der Unterschied zwischen Ableitungsmethode und blosser Anwendung
eines friher gefundnen Differentiationsresultats, das nun seinerseits
als Opcrationsformel dient, klar hervorsteche.

a) y=1;
by u=yz.

Da y:-':—, so

1=2.z=uy
yz=—_-z2=1u.

Wir haben also blof formell « in ein Produkt von 2 Faktoren mas-
kiert. Und dennoch ist hiermit in der Tat schon die Aufgabe gelost,
denn aus Differentiation eines Bruchs hat sich das Problem verwandelt
in die Differentiation eines Produkts, wozu wir die Zauberformel in
der Tasche haben. Gemaéss dieser Formel:

¢) du=zdy+ydz.

Wir sehen sofort dem ersten Glied der zweiten Seite, namlich z dy,
an, dass es auf seinem Posten bis genau vor Torschluss in Ruhstand
sitzen bleiben muss, denn die Aufgabe besteht grade darin, das Differen-

tial von y ( = -':-) zu finden, also seinen Ausdruck in Differentiellen von
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u und z. Aus diesem Grund ist andrerseits ydz auf die linke Seite zu
versetzen. Daher:

d) du—ydz=zdy.
Setzen wir nun in ydz den Wert von y, namlich —':—, S0

du ——dz=zdy;

vl

daher

zdu—udz =zdy.

Jetzt der Moment gekommen, dy von seinem sleeping partner z zu

befreien, und wir erhalten

zdu—udz u
— ~=dy=d—.
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Newton: geb. 1642, +1727 (85 Jahre alt). «Philosophiae naturalis
principia mathematica» (zuerst published 1687, cf. Lemma I und Lem-
ma XI, Schol.).

Dann namentlich: «Aralysis per quantitatum series, fluziones etc.»,
erst published 1711, aber composed 1665, wahrend Leibniz erst 1676
dieselbe Entdeckung gemacht.

Leibniz: geb. 1646, +1716 (70 Jahre alt).

Lagrange: geb. 1736, +erst unter Kaisertum (Napoleon I), ist Erfin-
der der Méthode des variations. «Théorie des fonctions analytiquesy (1797
und 1813).

D’Alembert: geb. 1717, +1783 (66 Jahre alt). «Traité des fluides»,

1744.
1) Newton. The velocities or fluxions, z. B. der Variablen z, y etc.

bezeichnet durch :z.:, y etc. Z.B. wenn u und z connected quantities (fluents)

generated by continuous movement, u und z bezeichnen die Raten of their

. u v . . . .
increase, und daher — das Verhdlinis zwischen den rates, worin ihre
x

increments generated.

Da die numerischen Grossen aller moglichen Quantitdten durch
grade Linien darstellbar, die Moments oder unendlich kleinen portions
der quantities generated = den Products ihrer velocities und des unendlich
kleinen Zeitteils, worin diese Geschwindigkeiten dauern, so dass T
denoting diesen unendlich kleinen Zeitteil, the moments of z und y

represented durch 1z und 'c.;/ respectively.
Z.B. y =uz y, z, u denoting the velocities, womit y, z, u respecti-

vely increasing, then the moments von y, z, u sind Ty, 12z, Tu, und wir
erhalten:

y=uz, y+rg./=(u+n.z)(z+ré)=uz+uté—}—zrdﬁ—r?l}é;
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hence
TY = Utz + 270 + T2uUz.

Da t unendlich klein, verschwindet es von selbst, und noch mehr

Uz altogether als Produkt, was nicht im unendlich kleinen Zeitraum T,

1

i ter ntspringt. (W"r =,
sondern in dessen 2'¢* Potenz entspring dre T=—m—re s

i

e
S0 T ’1anx1mm.j

Also erhalten
g} = L.tZ + z.u,

oder die Fluxion von y=uz ist uz -+ zu.
2) Leibniz. Sei zu finden das Differential von uz.
u wird u+4du, z wird z+dz; also

uz-d(uz)=(u+du)(z+dz)=uz+udz+zdu-+dudz.

Zieht man hiervon die gegebne Quantitit uz ab, so bleibt als Zuwachs
udz + zdu + dudz; dudz, Produkt d'un infiniment petit dw par un
autre infiniment petit dz, ist ein unendlich kleines zweiter Ordnung und
verschwindet vor den unendlich kleinen udz und zdu von erster Ord-
nung, daher

d(uz)=udz+zdu.
[3)] D'Alembert. Stellt im allgemeinen die Aufgabe so. Wenn
y=1(2),
y1=1(x+h);

zu bestimmen, was der Wert von y‘h-y wird, wenn die Grosse k

verschwindet, also was der Wert von % wird.

Newton und Leibniz, wie die meisten ihrer Nachfolger, bewegen sich
von vornherein auf dem Boden des Differentialcalculs, und die Differen-
tialausdriicke gelten daher von vornherein als Operationsformeln, um
dann reales Aquivalent zu finden. Der ganze Witz kommt darauf hinaus.
Wird die unabhéngige Variable z zu z,, so wird die abhéingige Variable
zuy,. ; — r aber notwendig gleich irgendeiner Differenz, =z. B. k. Dies
liegt im Begriff der Variablen selbst. Aber daraus folgt keineswegs, dass
diese Differenz,=dz, {eine] verschwindende ist, also in der Tat = 0.

RSO s I o
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Sie kann auch endliche Differenz darstellen. Haben wir aber von vorn-

herein gesetzt, dass z, wenn es wichst, wird zu z T (das v bei Newton
tut keinen Dienst in seiner Analysis der Grundfunktionen, kann also
unterdriickt werden, oder mit Leibniz dass z zu z + dx wird, so wer-
den Differentialausdriicke sofort Operationssymbole, ohne dass ihr algeb-

raischer Ursprung hervortritt.

Ad 15* (Newton).
Nehmen wir Newtons Ausgangsgleichung fiir das Produkt uz, das zu

differenzieren, so:
Yy =uz,
y+ty =(u+zlr) (z +.;,"c).
Schmeissen wir das t hinaus, wie er das gefidlligst selbst tut, nachdem
er die erste Differentialgleichung entwickelt, so erhalten wir:
y+y=(u+u)(z+:z),
y—}-g}:uz—l—zlz—}-z'u—{—z;ll,
y+.z.;—uz=z;z-}—},u+iw:.
Also da uz =y,
_Z/ =z.zz+£u+z.z;,.
Und um das richtige Resultat zu erhalten, muss uz unterdriickt werden.
Woher entsteht nun das gewaltsam zu unterdriickende Glied uz?

Ganz einfach daher, dass die Differentiale von y als 1}, von u als u

und z als z von vornherein durch eine Definition als von den variablen
Grossen, aus denen sie entstehn, getrennte, selbstdndige Existenzen ein-
gefiilhrt werden, ohne auf irgendeinem mathematischen Weg abgeleitet

zu sein.
Man sieht einerseits, welchen Nutzen diese pridsumierte Existenz

von dy, dx oder y., z:'hat, indem ich von vornherein, sobald die Variablen
wachsen, ich in die algebraische Funktion nur die Binome y 4 g},

x +:£ etc. zu setzen habe und mit diesen selbst dann als gewoéhnliche
algebraische Groéssen mandvrieren kann.
Ich erhalte z. B., wenn ich y=axz habe:
Yty —aztai
also
y—az 4y —axz;

* Sieh S. 85, 86
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hence
y = ax.
Ich habe damit sofort das Resultat erhalten: das Differential der

abhédngigen Variablen ist gleich dem Zuwachs von ax, ndmlich az,:, ist
gleich dem aus ax abgeleiteten Realwert a (dass dies hier konstante Gros-
se, ist zufallig und dndert an der Allgemeinheit des Resultats nichts,
da es nur dem Umstand geschuldet, dass die Variable z sich hier in der

ersten Potenz befindet) [mal al. Verallgemeinere ich dies Resultat,
so weiss ich [dass] y = f (z), denn dies heisst, dass y die von z ab-
héngige Variable ist. Nenne ich die von f(z) abgeleitete Grosse,
i. e. das reale Element des Zuwachses, f' (z), so das allgemeine Re-
sultat:

y=1(z)z.
Ich weiss also von vornherein, dass das Aquivalent des Differentials

der abhingigen Variablen y gleich der ersten abgeleiteten Funktion
der unabhéngigen ist, multipliziert mit ihrem Differential, d. h. dz

oder z.
Also allgemein ausgedriickt, wenn
y=1(x),
)
dy={"(z)dz

oder y=realem Koeffizient in = (ausser wo Konstante tritt, weil x

4
in erster Potenz) mal z.!

Aber y=ax gibt mir sofort £ =¢ und im allgemeinen:
4

Ich habe so fiir das Differential und den Differentialkoeffizienten zwei
weiterentwickelte Operationsformeln gefunden, welche Basis des ganzen
Differentialcalculs bilden.

Und ausserdem allgemein ausgedriickt erhalte ich durch die a priori

vorausgesetzten dz, dy etc. oder x, y. etc. als selbstdndige isolierte
Inkremente von z und y den enormen Vorteil, der den Differentialcalcul
auszeichnet, dass alle Funktionen der Variablen von vornherein in
Differentialformen sich darstellen.
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Habe ich so die wesentlichen Funktionen der Variablen entwickelt

. . .z R
auf diesem Weg, wie az, ax + b, 2y, 7 z",a*,log z, ebenso die elemen-

taren Zirkularfunktionen, so werden sie bei Findung von dy, %’J ganz

so unterstellt, wie das Einmaleins in der Arithmetik.

Sehn wir uns aber jetzt die Kehrseite an, und wir finden sofort, dass
die ganze urspriingliche Operation mathematisch falsch ist.

Nehmen wir ein ganz einfaches Beispiel: y = 22. Wichst z, so er-
hilt es einen unbestimmten Zuwachs %, daher auch die von ihm ab-
hangige Variable y einen unbestimmten Zuwachs &, und wir er-
halten

y+ k= (xL+h)?=1x2--2hx + h?,
Formel, die uns durch das Binom[ial Theorem] gegeben ist. Daher
y+k—2a® oder y+k—y=2hx+h%

hence

(y+k)—y oder k=2hz+h?
dividieren wir beide Seiten durch 4, so:

k
— =2z + h.
h

Setzen wir nun 2 =0, so wird

20 +h=2x+0=2z.

Andrerseits aber wird% Zu L da aber y nur zu y-+ k% wurde,

0’
weil z zu z+h, so wird y+ & wieder zu y, wenn % zu 0, daher
z+ %k wieder zu z+0, zu 2 wird. Also wird 4 auch zu O wund

k 0 ..
T=T welches ausgedriickt werden kann %Z— oder L. Wir erhal-
4

ten so:

Wenn wir dagegen in
y+hk—2t=2hx+h?® oder (y+ k)—y=2xh+h?

[ = 0 setzen} (2 wird nur zum Symbol dz, nachdem es vorher in
seiner urspringlichen Form gleich 0 gesetzt), so erhalten wir
k=0-4+0=0, und das einzige Resultat, was wir gewonnen, ist
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die Einsicht in unsre Voraussetzung, dass y bloss zu y + & wird, wenn
rzuz+h,...alsowennz+h=2+0=z,s0y+k=y, oder k = 0.
Wir erhalten aber keineswegs, wie Newton das macht:

k=2zxdz-+dxdz
oder in Newtonscher Schreibart:
.I;: 2:171‘5 = xx :

o wird erst zu :c', und daher £ zu y', sobald % die Hollenfahrt durch O pas-
siert hat, d. h. nachdem die Differenzen z, — z (oder (z + &) — )
und daher auch die von y, —y (= (y + k) — y) auf ihren abso-
luten Minimalausdruck z — z =0 und y — y = 0 reduziert wor-
den sind.

Indem Newton aber sofort die Zuwichse der Variablen z, y etc. [die
Differentialen] nicht durch mathematische Ableitung bestimmt, sondern

sofort zu Differentialen :z;, y etc. stempelt, konnen sie nicht = 0 sein;
denn sonst wére das Resultat 0, da algebraisch ausgedriickt das von vorn-
herein Setzen dieser Zuwichse = 0, darauf hinauskommt, wie oben in
Gleichung

(y +k)—y=2zh+ R,

k sofort gleich O zu setzen, daher £ = 0, und folglich in letzter Instanz
0 = 0 zu erhalten. Die Nullifikation von % darf nicht vorgehn, bevor
die erste abgeleitete Funktion z, hier 2z, von dem Faktor 2 durch
Division befreit ist, also

Bl o+ h
h k

erhalten ist. Erst dann kann die endliche Differenz aufgehoben wer-
den. Der Dilferentialkoeffizient

.

dr
muss daher auch urspriinglich vorher entwickelt werden, bevor wir
das Differential
dy = 2zdx
erhalten konnen.

Es bleibt also nichts iibrig, als sich die Zuwiachse der Variablen A
als unendlich kleine Zuwichse vorzustellen und ihnen als solche

selbstindige E zistenz zu geben, z. B. in den Symbolen ::c, y etc. oder dz,
dy letc.]. Aber unendlich kleine Grossen sind Grossen wie unendlich
grosse (das Wort unendlich (klein] meint in der Tat nur unbestimmt
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klein), die dy, dx etc. oder y,x [etc.] figurieren in der Rechnung
daher auch wie gewohnliche algebraische Grdssen und in der obigen

Gleichung
(y +k)y—y oder k=2zxdr-Ldrdx

das dz dzr hat dasselbe Existenzrecht wie 2xdz: das sonderbarste aber
ist das Raisonnement, wodurch es gewaltsam unterdriickt wird, namlich
grade dadurch, dass die Relativitdt des Begriffs unendlich klein benutzt
wird. dzdz wird unterdriickt, weil es unendlich klein verglichen mit

dz, also auch mit 2xdz ist oder mit 2zz...
Oder, wenn in

Yy=uz--zu-+us

das uz unterdriickt wird wegen seiner unendlichen Kleinheit verglichen
mit uz oder zu, so konnte man sich mathematisch nur damit helfen, dass

l.tz+‘zu nur ein Anndherungswert, so annahernd gedacht wie man will,
ist. Derartiges Mandver kommt auch in der gewdéhnlichen Algebra vor.
Aber dann tritt das noch grissere Wunder ein, dass man durch diese
Methode keineswegs annahernde, sondern exakt genaue Werte (sei es
wie oben auch nur symbolisch richtige) fiir die abgeleitete Funktion
[in] = erhilt, wie in dem Beispiel

Unterdriickt man hier zz so erhilt man:

i/ — 2z
und
y

= 2u«,
£

was die richtig abgeleitete erste Funktion von 22 ist, wie schon das
Binomlial Theorem] beweist.
Aber das Wunder ist kein Wunder. Es wire nur ein Wunder, wenn

kein exahtes Resultat dnrch die gewaltsame Unterdriickung von 2r
herauskdme. Man unterdriickt namlich nur einen Rechnungsfeller, der
jedoch eine unvermeidliche Konsequenz einer Methode ist, welche den
unbestimmten Zuwachs, z. B. %, der Variablen sofort als Differential

dxr oder z, als fertiges Operationssymbol, einfiithrt und [sich] damit
auch von vornherein im Differentialcalcul eine eigentiimliche, von der

2 | gewohnlichen Algebra verschiedne Rechnungsweise erwir{kit.
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Allgemein [ldsst sich] der Gang der von uns angewandten algebrai-
schen Methode so ausdriicken.
Wenn gegeben f(z), so zuerst entwickelt die «vorlaufig Abgeleitete»,

die wir f'(z) nennen wollen:

{ A
1) fl(x)z%i—, oder Kf—’t’—=]“(ac).
Aus dieser Gleichung folgt:
Ay = f* (z) Az.

Also auch
Af(z)=f'(z) Az

(da y=f(x), [so] Ay=Af(x)).
Durch das Setzen von z;—z=0, also auch y,—y=0, wird
erhalten

(2)] - =1 (@)
Dann
dy = (z)dx;
also auch

df (z)=f'(z) dx

(da y=[(z), [so] dy=df(z)).
Wenn we have once developed

1) Af(z)= f*(2) Az,
SO

2) df(x)={"(z)dz
only the differential expression of 1).
[——]
1) Wenn wir haben, z werdend zu 2y, so
A) ry—2x=Az;
woraus folgende conclusions zu ziehn:
Ad) Ae=z—2; a) xy—Azr=uz;

Az, die Differenz zwischen z; und z, ist also positiv ausgedriickt, das
Inkrement von z; denn wenn es wieder abgezogen wird von z;, kehrt
dies zu seinem urspriinglichen Zustand zuriick, zu z.
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- Die Differenz kann also doppelt ausgedriickt werden: unmittelbar
als Differenz zwischen der angewachsenen Variablen und ihrem Zu-
stand vor dem Wachstum, und dies ist ihr negativer Ausdruck; positiv
als Inkrement *, als Resultat: als Inkrement des x in dem Zustand, wo
es noch nicht gewachsen, und dies ist der positive Ausdruck.

Wir werden sehn, wie in der Geschichte des Differentialcalculus
die doppelte Fassung Rolle spielt.

[2)] b) z; =2+ Ax.

z; ist das angewachsene x selbst, sein Wachstum ist nicht von ihm
getrennt; z; ist die ganz unbestimmte Form seines Wachstums; diese
Form unterscheidet das angewachsene z, ndmlich z;, von seiner Origi-
nalform vor dem Wachstum, von z, aber sie unterscheidet nicht z
von seinem Inkrement selbst. Das Verhiltnis zwischen z; und z kann
daher nur negativ ausgedriickt werden, als Differenz, als z; — z. Da-
gegen in

=z + Az
ist:

1) Die Differenz positiv als Inkrement von z ausgedriickt.

2) Sein Wachstum ist daher nicht ausgedriickt als Differenz, son-
dern als Summe seiner selbst in seinem Originalzustand +- seines Inkre-
ments.

3) Technisch ausgedriickt wird x aus seinem Monom zu einem Binom,
und iberall, woin der Originalfunktion x in irgendeinem Grad vorkommt,
tritt fiir das angewachsne z ein Binom, das aus iAm selbst und seinem
Inkrement besteht, allgemein fiir 2™ das Binom (z -+ ). Die Entwick-
lung des Wachstums von = wird so in der Tat einfache Anwendung des
binomischen Theorems. Da z als erstes und Az als zweites Glied dieses
Binoms auftritt — was gegeben durch deren Verhiltnis selbst, weil z
[da] sein muss vor Erzeugung seines Inkrements Az—, werden in der
Tat durch das Binom nur die Funktionen von z abgeleitet, wihrend Az
als Faktor in aufsteigenden Potenzen neben ihm figuriert, und zwar
muss Az in der ersten Potenz, also Ax! Faktor des zweiten Glieds der
Entwicklungsreihe, d.h. der mit den binomischen Lehrsatz abgelei-
teten ersten Funktion von z, [sein]. Dies zeigt sich gleich, wenn z in der
zweiten Potenz gegeben. Aus z? wird (z + Ax)%, was nichts ist als
Multiplikation von z -+ Az durch sich selbst, [und was] liefert
x* + 22 Ar 4+ Az? d.h. das erste Glied muss die Originalfunktion von
z sein; und die erste abgeleitete Funktion von z2, nidmlich hier [2]x,
bildet das zweite Glied mit dem Faktor Az!, der im ersten Glied nur
als Faktor Az® = 1 auftritt. Die Abgeleitete wird also gefunden nicht

* Von Marx mit Bleistift hinzugefiigt: «oder Dekrement».2— Red.
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durch Differentiation, sondern durch Anwendung des binomischen
Lehrsatzes, also Multiplikation, und zwar, weil das angewachsne z,
von vornherein selbst als Binom, als z + Az figuriert.

4) Obgleichin z + Az Az ebenso unbestimmt ist, was ihre Grosse
angeht, als die unbestimmte Variable x selbst, ist Az bestimmt als von
z unterschiedne, separate Grosse, als Frucht neben ihrer Mutter, bevor
diese geschwangert war.

z + Az driickt nicht nur unbestimmt aus, dass z als Variable ge-
wachsen, sondern sie driickt [auch] aus, um was r gewachsen, namlich
um Az.

5) z erscheint nie als z;; die ganze Entwicklung dreht sich um
das Inkrement Az, sobald die Abgeleitete durch die Anwendung

des binomischen Lehrsatzes, also durch z + Azx gesetzt in bestimmtem
Grad von z, gefunden ist. Nur auf der linken Seite, wenn in y—z\—:—y

das
Az =0

wird, erscheint es schliesslich als = x; — x wieder, so dass

yio—y _n—y*
AI —.'L'1~$ '

Die positive Seite, die in z; — z = 0 liegt, nimlich das Werden
von x, = x, kann also nie in die Entwicklung eintreten, da z, als solches
nie in der Seite der Entwicklungsreihe auftritt; das eigentliche Geheim-
nis des Differentialcalculus tritt so nie hervor.

6) Wenn y = f () und y, = f (x + Az), so konnen wir sagen, dass
in dieser Methode die Entwicklung von y, die Aujgabe lost der Findung

3 der Abgeleiteten.

" ¢)z+ Az = z; (also auch y + Ay = y,). Az kann hier nur er-
scheinen in der Form Az = z; — z, also in der negativen Form der
Differenz 2wischen z; und z, nicht in der positiven als Inkrement von
z wie in 2y = z -+ Az.

1) Hier unterscheidet sich das gewachsne z als z, von sich selbst,
bevor es wuchs, namlich von z, aber z, erscheint nicht als ein um
Ar gewachsues z; z; bleibt daher wirklich ganz so unbestimmt wie
x es ist.

2) Ferner: wie 2 eingeht in die eine Originalfunktion, so z, als
Gewachsnes in die durch das Wachstum verinderte Originalfunktion.
Z. B. wenn z auftritt in der Funktion 2%, so z; in der Funktion x3,

* Von Marx mit Dleistift hinzugefiigt: «(z%&y—)».—— Red.
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Wihrend vorher durch Setzen von (z + Ax) [dort], wo in der Original-
funktion z stand, die Abgeleitete durchs Binom fix und fertig geliefert
wird, wenn auch behaftet mit Faktor Az und als Vormann von andern
Gliedern in x behaftet mit Az? etc., so ist aus der unmittelbaren Form
des Monoms z?, des gewachsnen z, ebensowenig unmittelbar abzuleiten,
als [es] aus 22 war. Was aber damit gegeben ist, ist die Differenz
z3 — 2%, Wir wissen aus der Algebra, dass alle Differenzen der Form
2? — a® durch (r — a), also im gegebnen Fall durch z; — z, dividierbar
sind. Indem wir also 2% — 2% durch #; — z dividieren (statt [wie] vorher
in der vom Grad der Funktion angegebnen Anzahl (z 4+ Ax) mit sich
selbst zu multiplizieren), erhalten wir [vorliufig] einen Ausdruck von
der Form (x; — x) P, wobei es nichts &ndert, ob die urspriingliche
Funktion von r vielgliedrig (also z in verschiednen Potenzen enthilt)
oder wie in unsrem Beispiel eingliedrig. Dies (z; — z) wird durch

Ne e . . —
Division zum Nenner von y; — y auf der linken Seite und so ‘l;“——;:
-

dort hergestellt, das Verhidltnis der Differenz der Funktion zur Dif-
ferenz der unabhingigen Variablen z in seiner abstrakten Differenz-
form. Die Zerlegung der Differenz zwischen der in z; und der in x
ausgedriickten Funktion in Glieder, die alle z; — z zum Faktor
haben, kann je nach der Beschaffenheit der Originalfunktion von x
mehr oder weniger algebraische Manéver erfordern, sich also nicht
immer so light geben wie in x} — 2. Dies #dndert nichts an der
4 L Methode.
[C  Wo die Originalfunktion ihrer Natur nach keine direkte Zerlegung
[der Ditferenz f (z;) — f (z)] in (z; — z) P zuliisst, wie dies bei f (z) =
= uz (zwei von z abhidngigen Variablen) der Fall war, erscheint der

[Ausdruck} (z; — z) [im] Faktor —— . Ferner, wo nach der Entfernung
=

von z; — x auf der linken Seite durch Division beider Seiten damit,
in P selbst noch x; — z fortexistiert (wie z.B. in der Ableitung von
y = a~, wo wir finden

Y1 =Y __ ¥ {(a—‘l)—f—(i—if—%:i‘(a‘i)z —I—etC.} '

Ly — I

wo das Setzen von z;—x =0 liefert

=" {(a—~1)~12 (a—i)z‘}-%(ahi)a“etc-} )'

kann dies immer nur, wie im eben zitierten Beispiel, so vorkommen,
dass das Setzen von z; — z = O es verschwinden [liesse] und dann
immer an seiner Stelle positive Resultate zuriickliesse. In andern
Worten, die in P zuriickgebliebnen z; — z konnen mit den iibrigen
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Elementen von P nicht als Faktoren verbunden sein. (als Multiplikato-
ren). P wire sonst auflésbar in P = p (z; — ), also, da bereits
z; — z = 0 gesetzt, in p-0; hence P = 0...

Die erste endliche Differenz 2} — %, wenn y = 2% und y, = a3, ist
also entwickelt worden zu
yi—y=(2,—1z)P,
hence

-y _p
r—z ’

P, ein Ausdruck kombiniert in z; und =z, ist = f1, die Abgeleitete der

ersten endlichen Differenz, woraus z, — z ebenso eliminiert ist, wie

hohergradiges (z; — )% ete. Die z; und z kéunen daher nur in positiven

Ausdriicken kombiniert sein, wie x; + z, z,, %’, ) z,z etc. Wird

daher jetzt z; = z gesetzt, so werden diese Ausdriicke respektive 2z,
z - . .

z?, - oder 1, } zz oder z etc., und nur auf der linken Seite, wo Iy — I

den Nenner bildet, entsteht 0, daher der symbolische Differentialkoef-
5 L fizient etc.

Anmerkungen des Herausgebers

1 peutlicher wire die Begriindung aus der operativen Auffassung der
Differentiation durch die Formel dy = a-f dx. Die klassische (Newton, Leib-

niz) Formulierung ist aber schon ihrem Selbstverstindnis nach nicht rein

operativ, vielmehr wird g-xlbzw. f‘(x) als Realwert, als schon bekannte Ab-

leitung behandelt.

2 Marx bemerkt hier die Notwendigkeit, den Grenzprozef beidseitig, also mit
positivem und negativem Ax auszufiihren, (Die Ableitung existiert nur, wenn

sowohl

lim —-—1—~————-f(’; ):f(x) = lm -2Y alsauch lim Hxp) — 1) ): fx) lim %—!
{ —X Ax X)—Xx X

X)X x; <x XX X >x

x;<x X >x

existieren und
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II. DER HISTORISCHE ENTWICKLUNGSGANG

1) Mystischer Differentialcaleulus. z;, = z 4+ Az, von vornherein

verwandelt in z, = z 4 dzr oder x + .2.:, wo dr supponiert durch
metaphysische Erklirung. Erst existierts, und dann wirds
erklart.

Dann aber auch y; =y 4 dy oder y;, =y + y Aus der willkiirli-
chen Voraussetzung entspringt die Konsequenz, dass in der Entwicklung

des Binoms z + Az oder x + z die Glieder in z und Az, die man z.B.
neben der ersten Abgeleiteten erhielt, wegeskamotiert werden miissen.
um das richtige Resultat zu erhalten etc. etc. Da vom letzten Resultat
bei der wirklichen Grundlegung des Differentialcalculus ausgegangen
wird, nimlich von den Differentiellen, die antizipiert, nicht abgeleitet

dy

y
iz oder =,

z

sind, sondern durch Erklarung vorausgesetzt, so ist auch

der symbolische Differentialkoeffizient, durch diese Erkldrung anti-

zipiert.
Wenn der Zuwachs von £ = Az und Zuwachs der von ihm abhéngi-
gen Variablen = Ay, so versteht sich von selbst, dass i—i das Verhiltnis

der Inkremente von z und y darstellt. Dass aber Az im Nenner figuriert,
i.e. der Zuwachs der unabhédngigen Variablen im Nenner statt im
Zahler, nicht umgekehrt, dies ergibt sich, indem das letzte Resultat
der Entwicklung der Differentialformen selbst, ndmlich das Differential,
durch die vorausgesetzten Differentiellen auch von vornherein gege-
ben ist.

Nehme ich das allereinfachste Verhidltnis der abhéngigen Variablen

y und der unabhangigen Variablen z, so ist y = z. So weiss ich, dass
dy = dx oder y = z. Da ich aber die Abgeleitete der unabhingigen

[Variablen] z suche, die hier = a':, so habe ich beide Seiten durch z
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oder dz zu dividieren, also:

% oder L =1.
I

Ich weiss also ein fiir allemal, dass im symbolischen Differentialkoei-
fizient das Inkrement [der unabhéngigen Variablen] im Nenner und
nicht im Zahler stehn muss.

Beginnend aber mit Funktionen von z im zweiten Grad wird die
Abgeleitete sofort gefunden durch den binomischen Lehrsatz, [welcher
eine Entwicklung gibt], wo sie vom zweiten Glied fix und fertig

erscheint behaftet mit dz oder o:', d.h. den Inkrementen ersten Grades -+
den wegzueskamotierenden Gliedern. Die Eskamotage ist aber
unbewussterweise mathematisch richtig, weil sie nur wegeskamotiert
Rechnungsfehler, entsprungen aus den urspriinglichen Eskamotagen von
vornherein.

Ty = z + Az 2u verwandeln in

r, = & + dz oder x-}—&,

wobei sich dann mit diesem Differentialbinom wie mit gewdhnlichen
Binomen wirtschaften ldsst, was vom technischen Standpunkt sehr
probat wird.

Die einzige Frage, die noch aufgeworfen werden konnte: warum die
gewaltsame Unterdriickung der im Weg stehenden Glieder [stattfindet]?
Das setzt ndmlich voraus, dass man weiss, dass sie im Weg stehn und
nicht wirklich zur Abgeleiteten gehéren.

Antwort sehr einfach: dies fand man rein experimentell. Nicht nur
von vielen hdher entwickelten Funktionen von z, auch in ihrer analy-
tischen Form als Gleichungen von Kurven etc. waren die wirklichen
Abgeleiteten lingst bekannt, sondern man entdeckte das gleich beim
allererst moglichen entscheidenden Experiment, nimlich bei Behand-
lung der einfachsten algebraischen Funktionen zweiten Grades, z. B.:

y =¥,
y+dy= (v +dx)? =22 + 2r dr + dz?,
y+y=(t+ 2P =22+ 2z 2%

Zieht man auf beiden Seiten die urspriingliche Funktion »?
(y =z?) ab, so:
dy = 2z dr 4- dx?,

y =20z +zz;
unterdricke ich die letzten Glieder auf beiden [rechten] Seiten, so:

dy = 2x dx, y — 2z,
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und weiter

dy

& = 2%
oder

=2z

Aber aus (z 4+ a)® weiss man, dass 2 das erste Glied; das zweite
2za; dividiere ich diesen Ausdruck durch a, wie oben 2z dx durch dz,

oder 2zz durch :;, so erhalten 2x als erste Abgeleitete von z%, als
Zuwachs in z, den das Binom zu z? zugefiigt hat; also mussten die

dz? oder zz unterdriickt werden, um die Abgeleitete zu finden;

ganz abgesehn davon, dass mit dz? oder zz an sich nichts anzufan-

gen war.
Man kam also auf experimentellem Weg — gleich beim zweiten

Schritt — notwendig zur Einsicht, dass dz* oder 2z wegzueskamotieren,
um nicht nur das wahre, sondern iiberhaupt irgendein Resultat zu
erhalten.

Zweitens aber hatte man in

. 2zdr 4+ d«® oder 2zz 4+ zx

den wahren mathematischen Ausdruck (zweite und dritte Glieder) des

Binoms (z - dz)? oder (z + 2)? vor sich. Dass dies mathematisch wahre
Resultat auf der ebenso mathematisch grundfalschen Voraussetzung beruhe,

z; — = Az, sei von vornherein 2, — 2 = dz oder i, wusste mannicht .
Man hétte sonst dasselbe Resultat statt durch Eskamotage durch eine
algebraische Operation einfachsten Stils erhalten und der mathemati-
schen Welt prisentiert.

Also: man glaubte selbst an den mysteriésen Charakter der neu
entdeckten Rechnungsart, die wahre (und dabei namentlich auch in
der geometrischen Anwendung iiberraschende) Resultate lieferte bei
positiv falschem mathematischen Verfahren. Man war so selbst mysti-
fiziert, schitzte den neuen Fund um so hdher, machte die Schar der
alten orthodoxen Mathematiker um so hirntoller und rief so das
gegnerische Geschrei hervor, das selbst in der Laienwelt widerhallt
und nodtig ist, um den Neuen den Weg zu bahnen.

2) Der rationelle Differentialcalculus. D’Alembert starts directly
from the point de départ Newtons and Leibniz: z, = z + dx. Aber er
macht sofort die fundamentale Berichtigung: 2, =z + Az, d. h. z und
ein unbestimmtes, aber prima facie endliches Inkrement, welches er A
nennt. Die Verwandlung dieses 2 oder Az in dz (bei ihm Leibnizsche
Schreibart, wie bei allen Franzosen) findet sich erst als letztes Resultat
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der Entwicklung oder wenigstens knapp vor Toresschluss, wahrend es
bei den Mystikern und Initiatoren des calculus als Ausgangspunkt
erscheint (D’Alembert selbst geht von der symbolischen Seite aus,
aber bevor sie in Symbol verwandelt). Dadurch wird sofort zweierlei
erreicht.

a) Das Differenzen Verhiltnis

fe+h—f@) _ fE+h—1@)

h z—z

hat zum Ausgangspunkt seiner Bildung

1) [die Differenz] f (z -+ k) — f (z), welche der in z gegebnen
algebraischen Funktion entspricht, die entsteht, sobald man in die
Originalfunktion in z, z.B. in 28 statt z selbiges mit seinem Inkrement,
z + A, setzt. Diese Form (= y; — y, wenn y = f (z)) ist die der Dif-
ferenz der Funktionen, welche zur Verwandlung ins Verhiltnis des
Inkrements der Funktion zum Inkrement der unabhingigen Variablen
der Entwicklung bedarf, also eine reelle, nicht bloss nominelle Rolle
spielt, wie bei den Mystikern; denn, wenn ich bei diesen habe

f(z) ==,
f(x+h)=(x + k)3 =23+ 32%h | 3zh® 4 h3,

so weiss ich von vornherein, dass in
f(z 4+ h)—f(x)= 23+ 32%h + 3xh® + A% — 22,

ldas], was sich gegeniibertritt, auf die Inkremente reduziert ist. Dies
braucht nicht einmal geschrieben werden, da ich auf der zweiten Seite
sehe, dass das Inkrement von z® = den drei folgenden Gliedern, sowie
in f (z + k) — f (z) das Inkrement von f (z) oder dy allein bleibt. Die
erste Differenzgleichung spielt also nur eine von vornherein wieder
verschwindende Rolle. Die Inkremente stehn sich von vornherein auf
beiden Seiten gegeniiber, und habe ich sie, so habe ich aus der Defini-

tion von dz, dy, dass % oder Z das Verhiltnis etc. ist; ich brauche also

die erste Differenz, gebildet durch die Subtraktion der Originalfunk-
tion in z von der (vermittelst des Ersetzens von z durch z -+ h) verdn-

4y

!
der <
dz 0 .

£

derten Funktion (angewachsnen Funktion) nicht, um

zu bilden.

Bei D'Alembert ist es nétig, diese Differenz festzuhalten, weil
Entwicklungsbewegungen an ihr zu vollziehn sind. Statt des posi-
tiven Ausdrucks der Differenz, namlich des Inkrements, tritt daher
der negative Ausdruck des Inkrements, namlich die Differenz, also
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f(x 4+ h) —f (z), auf der linken Seite in den Vordergrund. Und dies
Betonen der Differenz statt des Inkrements (fluxion bei Newton) wenig-
stens vorgefiihlt in der Leibnizschen Bezeichnung dy im Gegensatz

zum Newtonschen y
2) f(x+h)— f(x) = 3x*h + 3zh® + h3.

Indem beide Seiten durch % dividiert werden, erhalten

Het D100 _ 342 4 3ah + he.

Hierdurch gebildet auf der linken Seite

flzth)—f@) _ fE+h—f(z) 2

h Zy—Z

die (sich) so als ein abgeleitetes Verhiltnis endlicher Differenzen erscheint,
wihrend sie bei den Mystikern ein fertiges Verhiltnis der durch die

Definitionen von dz oder z und dy oder y gegebnen Inkremente war.
3) Indem jetzt in

f@+h)—1 (@) _ fE+h—]()

h Ty —x

h =0, oder z, = z, also z; — z = 0 gesetzt wird, verwandelt sich

dieser Ausdruck in %, wiahrend durch dies Setzen von 2 = 0 die Glie-

der 3zh - h® gleichzeitig alle geworden, und zwar durch eine richtige
mathematische Operation® Sie sind also jetzt ohne Eskamotage entfernt.
Man erhalt:
0 dy o 9 4

4) T oder —&;_Sx = f"(x).

Diese existierte wie bei den Mystikern schon als gegeben, sobald
z zu z + h ward denn (z 4 k)3 statt 2® liefert 2% 4 32%h L etc., wo 3z?
bereits im zweiten Glied der Reihe als Koeffizient von & in der ersten
Potenz erscheint. Die Ableitung ist daher wesentlich [die]selbe, wie
bei Leibniz und Newton, aber die fix und fertige Abgeleitete 322 wird
auf strikt algebraische Weise von ihrem sonstigen Zusammenhang losge-
wickelt. Es ist keine Entwicklung, sondern eine Loswicklung des f' (z),
hier 322, von seinem Faktor 2 und den neben ihm in Reih und Glied
aufmarschierten andern Gliedern. Was aber wirklich entwickelt worden,
ist die linke, symbolische Seite, ndmlich dz, dy und ihr Verhiltnis,
der symbolische Differentialkoeffizient %:% (rather umgekehrt
-g: j—;l), der seinerseits wieder einige metaphysische Schauder erregte,
obgleich das Symbol mathematisch abgeleitet.
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D’Alembert hatte dem Differentialcalculus das mystische Gewand
abgestreift, einen enormen Fortschritt gemacht. Obgleich sein «T'raité
des fluides» 1744 erschien (sieh p. 15 *), berrschte die Leibnizsche
Methode noch jahrelang vor in Frankreich. Dass Newton in England
herrschte bis in die ersten Dezennien des 19. Jahrhunderts, kaum nétig
zu bemerken. Aber hier, wie in Frankreich friiher, [ist] D'Alembert’s
Grundlegung die herrschende geworden bis jetzt, mit einigen Modi-
fikationen.

3) Der rein algebraische Differentialcalculus. Lagrange, «Théorie
des fonctions analytiquesy (1797 und 1813). Der erste Ausgangspunkt
sonach sub 1) als 2) war das gewachsne z; wenn

y oderf (x) == etc.,

so y; oder f (z + dz) in der mystischen Methode, y, oder f (z + h)
(= f (z + Az)) in der rationellen. Dieser binomische Ausgangspunkt
liefert sofort auf der andern Seite die binomische Entwicklung, z.B.:

™ 4 mam—1h 4-ete.,

wo schon das zweite Glied mz™h den gesuchten realen Differential-
koeffizienten ma™? fix und fertig liefert.

a) f (r -+ k) auf der linken Seite verhilt sich zu der ihr gegen-
ibertretenden Entwicklungsreihe, sobald z + & statt z in eine gegebne
Originalfunktion von z gesetzt wird, genau so wie [sich| der unentwickel-
te, allgemeine Ausdruck in der Algebra und namentlich wieder das
Binom zu der ihm entsprechenden Entwicklungsreihe verhilt, z. B.
wie in

(x + )= r3 4 31%h -+ etc.

(x + h)* [sich] zu der ihm d&quivalenten Entwicklungsreihe 2*® +
+ 32%h + etc. verhalt. Damit tritt f(z + k) in dasselbe algebraische
Verhiltnis (nur auf variable Grossen angewandt), worin sich in der
ganzen Algebra der allgemeine Ausdruck zu seiner Entwicklung verhilt,

z. B. in

a .z r2

23
'_—_1 _L_.+_ ) __.{_ v
a—zx "a a? al ete.,

a . B .
— der Entwicklungsreihe 1 +etc. oder in

sin (z +h)=sinzcosh --coszsinh

sin (z + &) zu der ihr gegeniiberstehenden Entwicklung.

* Sieh S.105.— Red.
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D’Alembert hatte bloss (z + dz) oder (zr + ."t) algebraisiert in

(x + A), also auch f(x + k) aus y + dy, y + y in f (x + h). Aber
Lagrange reduziert den Gesamtausdruck auf einen rein algebraischen
Charakter, indem er ihn als allgemeinen unentwickelten Ausdruck, der
aus ihm abzuleitenden Entwicklungsreihe gegeniiberstellt.

b) In der ersten Methode 1) wie in der rationellen 2) wird der
gesuchte reale Koeffizient fix und fertig fabriziert durch das bino-
mische Theorem und findet sich schon als zweites Glied der Entwicklungs-
reihe, daher in dem Glied [vor], das notwendig mit A! behaftet.
Das ganze weitere Differentialverfahren, sei es wie in 1), sei es wie
in 2), ist also Luxus. Werfen wir also den nutzlosen Ballast beiseit.
Wir wissen ein fiir allemal aus der binomischen Entwicklung, dass der
erste Realkoeffizient der Faktor von A& ist, der zweite der von A% usw.
Diese reellen Differentialkoeffizienten sind nichts als die der Reihe
nach binomisch entwickelten abgeleiteten Funktionen der Originalfunk-
tion in x (und die Einfiihrung dieser Kategorie der abgeleiteten Funktio-
nern eine der wichtigsten). Was die aparten differentiellen Formen be-

trifft, so wissen wir, dass Az in dx sich umwandelt, Ay in dy, dass die

erste Abgeleitete die symbolische Figur von %, die zweite Abgeleitete,

2
der Koeffizient von %h{ die symbolische Figur %x—i etc. erhilt. Wir

konnen also der Symmetrie halber unsere rein algebraisch erhaltnen
Resultate gleichzeitig auch in diesen ihren symbolischen Differential-
dquivalenten erscheinen lassen — Sache der Nomenklatur, die allein
vom eigentlichen Differentialcalculus tibrig bleibt. Die ganze wirkliche
Aufgabe 16st sich dann auf, Methoden zu finden (algebraische) «of
developing all kinds of functions of z +— % in iutegral ascending powers
of h, which in many cases cannot be effected without great prolixity of
operation».

Bis hierher erscheint nichts bei Lagrange, als was durch direkten
Ausgang von D'Alemberts Methode findbar (da dieser auch die ganze
Entwicklung der Mystiker, nur berechtigt, einschliesst).

c¢) Indem also das development von y, oder f (z + A) = etc. an die
Stelle des bisherigen Differentialcalculus tritt [und damit in der Tat
das Geheimnis der von

y—}—dyodery+y',x+dxoderx+:é

ausgehenden Methoden klar hervortritt, ndmlich, dass ihre wirkliche
Entwicklung auf Anwendung des binomischen Lehrsatzes beruht,
indem sie von vornherein das angewachsne z, als z 4+ dz, das ange-
wachsne y; als y + dy darstellen und so ein Monom in ein Binom ver-
wandeln], wird aber nun die Aufgabe [gestellt], da in f (x 4+ &) eine
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Funktion von z ohne Grad vor uns, nur der allgemeine unentwickelte
Ausdruck derselben, aus diesem unentwickelten Ausdruck selbst die
allgemeine, also auch fiir was immer gradige Funktionen von z giiltige,
Entwicklungsreihe algebraisch abzuleiten.

Hier zur Algebraisierung des Differentialcalculus nimmt Lagrange
als seinen unmittelbaren Ausgangspunkt das Theorem des von den
Newtonianern und von Newton uberlebten Taylor, welches in der Tat
das allgemeinste, zusammenfassendste Theorem und zugleich Opera-
tionsformel des Differentialcalculus ist, ndmlich die in symbolischen
Differentialkoeffizienten ausgedriickte Entwicklungsreihe von y, oder
flx L h), viz.:

y; oder f(z-~h)=

i dy dl/ 12 + ddy 43 ddy I
=y (oder [+ b+ o7 T2 oy T @t Ty Tete

d) Hier hereinzusetzen Untersuchung iiber Mac Laurin’s und

Taylor’s Theoreme.
e) Lagrange's algebraische Entwicklung von f (x + %) in dquivalen-

ter Reihe, welche Taylor’s Z—i etc. erselzt und sie nur noch als symboli-
sche Differentialausdriicke fiir die algebraisch abgeleiteten Funktionen

von z bestehn lésst. (Dies nachher weiter auszufiihren .)

Anmerkungen des Herausgebers

1 Der schwerwiegendste Mangel des klassischen Differentialkalkiils (Newton,
Leibniz), aufgrund dessen er notwendigerweise irrational werden mu8, ist die
Nichtunterscheidung von Differenz (Ax) und Differential (dx). Ebenso ist ja der
metaphysische Charakter der Wertform in ihrer genetischen Unvermitteltheit
begriindet, vgl, , Kapital 1*‘, S. 85ff,

f(x + h) —f(x) _

2 Gemeint ist hier die Gleichung MxtB) 100 - pex, x) bzw.

= F (x1,x), wobei die linke Seite der Glelchung symbolisch, die rechte Sexte real
ist. Statt ein fertiges Verhiltnis vorzufinden, wird das Differenzverhiltnis in der
expliziten Gestalt FO produziert.

3 Die Operation ist richtig, weil nur auf der symbolischen Seite der Gleichung der
Nenner O wird.
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c) Fortsetzung von [p.] 25 *,

Wir haben z; — z = Az urspriinglich fiir den Ausdruck der Dif-
ferenz xy — xz; die Differenz existiert hier nur in ihrer Form als Differenz
(wie y; — y, wenn y Abhédngige von z, meist geschrieben wird). Indem
wir setzen xy — 2 = Az, geben wir der Differenz bereits einen von ihr
selbst verschiednen Ausdruck. Wir driicken, wenn auch in unbestimmter
Form, den Wert dieser Differenz aus als eine von der Differenz selbst
verschiedne Grasse! Z. B. 4 — 2 ist reiner Ausdruck von Differenz zwi-
schen 4 und 2; aber 4 — 2 == 2 ist die Differenz ausgedrickt in 2 (auf
der rechten Seite): a) in positiver Form, also nicht mehr als Differenz;
b) die Subtraktion ist vollbracht, die Differenz berechnet und 4 — 2=2
liefert mir 4 = 2 + 2. Die zweite 2 erscheint hier in der positi-
ven Form des Inkrements von der urspriinglichen 2, also direkt in
einer der Differenzform entgegengesetzten Form. (Ebenso a — b = ¢,
a=b-+t+c, wo ¢ als Inkrement von b erscheint, ebenso in z; — x=:
= Az, z; = 2 + Ar, wo Az unmitlelbar als Inkrement von x
auftritt.)

Das blosse urspriingliche Setzen von z; — 2 = Az = anything
setzt also an die Stelle der Differenzform eine andre, und zwar die
Form einer Summe 2, = z -+ Az, und das nur Differenz ausdriickende
x, — z zugleich als Aquivalent des Werts dieser Differenz, der
Grosse Az,

Ebenso ergibt sich aus z; — z = Az, z, — Az = z. Wir haben
hier wieder auf der linken Seite die Differenzform, aber als Differenz
zwischen dem angewachsnen x; und seinem eiguen, selbstindig neben
es getretnen Inkrement. Die Differenz zwischen ihm und dem Inkrement
von z = Az ist eine Differenz, die jetzt schon, wenn auch unbestimmt,
einen bestimmten Wert von z ausdriickt.

Geht man aber aus von dem mystischen Differentialcalculus,
wo z; — z sofort auftritt als z;, — z = dz, und Kkorrigiert man

* Sieh S.111 .— Red.




126 Ii1. FORTSETZUNG VON ENTWURFEN

d’abord dr zu Az, so geht man aus von x, — z = Az; also von
z, = z + Azx; dies kann aber dann seinerseits wieder umgedreht wer-
den in z + Az = 1y, so dass der Anwachs von z wieder die unbe-
stimmte Form x, erhidlt und als solcher direkt in den calculus eintritt.
Dies der Ausgangspunkt der von uns angewandten algebraischen
Methode.

d) Aus diesen einfachen Formunterschieden ergibt sich sofort eine
Grundverschiedenheit in der Behandlung des calculus, die wir
im einzelnen nachgewiesen (sieh beiliegende lose Blatter)  bei
Analyse der D'Alembertschen Methode. Hier nur im allgemeinen zu
bemerken.

1) Tritt die Differenz z, — 2 (also auch y; — y) sofort als ihr
Gegenteil, als Summe x, = 2 + Az auf, ihre Wertgrosse daher sofort
in der positiven Form des Inkrements Az, so, wenn in der Originalfunktion
in z iberall stat! z gesetzt wird z + Az, werden zu entwickeln [sein]
Binome von bestimmtem Grad, und die Entwicklung von z; last sich
auf in Anwendung des binomischen Lehrsatzes. Der binomische Lehrsatz
ist nichts als der allgemeine Ausdruck davon, welchen Ausdruck ein
Binom ersten Grads m mal mit sich selbst multipliziert liefert. Die
Multiplikation wird daher zur Entwicklungsmethode von z,; [oder]
(x + Ax), wenn wir die Differenz von vornherein als ikr Gegenteil, als
Summe darstellen.

2) Da in dem allgemeinen Ausdruck z; = z -+ Az die Differenz
xy — z unter der positiven Form Az, i. e. unter der Form des Inkrements,
letztes oder zweites Glied des Ausdrucks ist, so wird z erstes und Az
zweites Glied der Originalfunktion in z, sobald diese als Fupktion in
x -+ Ax sich darstellt. Wir wissen aber aus dem binomischen Lehrsatz,
dass das zweite Glied nur als Faktor in aufsteigenden Potenzen ncben
dem ersten Glied figuriert, als Multiplikator, so dass der Faktor des
ersten Ausdrucks in z (der durch den Grad des Binoms bestimmt ist)
(Az)° = 1, der Multiplikator des zweiten Glicds (Az)!, der des dritten
(Az)? etc., ist. Die Differenz, unter der positiven Form des Iukrements,
tritt also nur als Multiplikator auf, und zwar zuerst wirklich als Mul-
tiplikator (da (Az)® = 1) im zweiten Glied des entwickelten Binoms
(x + Ax)™.

3) Andrerseits betrachten wir die Entwicklung der Funktionen
in z selbst, so gibt uns das binomische Theorem fiir dies erste Glied.
hier z, der Reihe nach seine abgeleiteten Funktionen. Z. B. wenn wir
haben (z <+ A)*, wo h im algebraischen Binom die bekannte, z die
unbekannte Grosse sei, so erhalten wir

x4+ 4a%h - etc.

423, das im zweiten Glied steht und # in der ersten Potenz zum Faktor
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hat, ist also die erste abgeleitete Funktion von z, oder algebraisch
ausgedriickt: wenn wir den unentwickelten Ausdruck des Binoms (z + h)*
haben, so gibt uns die Entwicklungsreihe als erster Zuwachs zu z* (als
Inkrement davon) 423, welches als Koeffizient von % auftritt. Ist aber
z eine variable Grésse und haben wir f () = z*, so wird dies durch
sein Anwachsen selbst zu f (x -~ A2) oder in der ersten Form

f(x+ Az)= (24 Ax)* = a2t + 423 Ax - etc.

z%, das uns im gewdhnlichen algebraischen Binom (x —+ %2)* als erstes
Glied dieses Binoml[ialenentwicklungs] geliefert wird, erscheint jetzt
im binomischen Ausdruck der Variablen z, in (z + Axz)*? als Repro-
duktion der Originalfunktion in z, bevor sie wuchs und zu (z + Ax)
wurde. Es ist von vornherein aus der Natur des binomischen Lehrsatzes
klar, dass wenn f(z) = z* zu f(x + &) = (z + h)* wird, das erste
Glied von [der Entwicklung desl (z + h)* ist gleich z%, d. h. = der
Originalfunktion in z sein muss; (r -+ 2)* muss beides enthalten, die
Originalfunktion in z (hier z*) + dem Zusatz aller Glieder, die
z* dadurch erwirbt, dass es zu (z + h)* geworden, also das erste
Glied [der Entwicklung] des Binoms (z + 4)* [die Originalfunk-
tion ist].

4) Ferner: das zweite Glied der binomischen Entwicklung 4z%h
liefert uns sofort fix und fertig die erste aus z* abgeleitete Funktion,
ndmlich 4z%. Diese Ableitung also gewonnen durch die Entwick-
lung von

f(z -4- Az) = (z + Ax)*;

gewonnen dadurch, dass die Differenz z; — x von Anfang an als ihr
Gegenteil, als Summe x + Az, dargestellt wurde.

Es ist also die binomische Entwicklung von f (2 + Az) oder yq,
wozu f(z) durch das Wachsen von z geworden, die uns die erste Abge-
leitete, den Koeffizient von 2 (in der binomischen Reihe) liefert, und
zwar gleich beim Beginn der binomischen Entwicklung, in ihrem zwei-
ten Glied. Die Ableitung ist also in keiner Weise durch Differentiation
gewonnen, sondern einfach durch Entwicklung von f(z + &) oder y;
in einem bestimmten, durch einfache Multiplikation hervorgebrachten
Ausdruck.

Der Angelpunkt dieser Methode ist also die Entwicklung des
unbestimmten Ausdrucks y; oder f(x 4+ &) in bestimmter binomischer
Form, keineswegs aber die Entwicklung von z; — z und daher auch
von y; — y oder f(x + h) — f(x) als Differenzen.

9) Die einzige Differenzgleichung, die in dieser Methode vorkommt,
ist die, dass, da wir sofort erhalten:

f(z4 Az) = (x + Ax)* = 2% 4 423 Ax + 622 Az® + 4x Az® + Axf,
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wenn wir schreiben:
28 4 42% Ax + 622 Ax? -+ dx Ax® + Azt — 2,

also die Originalfunktion 2%, die den Anfang der Reihe bildet, hinten
wieder abziehn, wir das Inkrement vor uns haben, das die Originalfunk-
tion in z durch die binomische Entwicklung erhalten hat. Newton
schreibt deshalb auch so. Wir haben also das Inkrement

428 Az - 622 Ax? - 4o Axd 4 Azt

das Inkrement der Originalfunktion 24. Wir brauchen deshalb auf der
umgekehrten Seite keinen Differenzlausdruck] irgendeiner Art. Dem
Inkrement von z entspricht das Inkrement von y, wenn

yoder f(r) = z'.
Also schreibt Newton auch sofort:
dy, bei ihm 1}:4x3i+etc.

6) Die ganze Weiterentwicklung besteht nun darin, dass wir
die fix und fertig Abgeleitete 42 zu befreien haben von ihrem
Faktor Az und von ibren Nebengliedern, loszuschélen haben von ihrer
Umgebung. Dies also keine Entwicklungs-, sondern Loswicklungs-
methode.

e) Die Differentiation der [ (x) (als[eines] allgemeinen Aus-
drucks).

Bemerken wir d’abord, dass der Begriff der «abgeleiteten Funktion»
fiir die sukzessiven Realdquivalente der symbolischen Differential-
koeffizienten, den urspriinglichen Entdeckern des Differentialcalculus
und ihren ersten Nachfolgern ganz unbekannt, in der Tat erst durch
Lagrange eingefiihrt ward. Bei den erstern figuriert nur die abhingige
Variable, z. B. y als Funktion von z, ganz entsprechend dem urspriingli-
chen algebraischen Sinn von Furktion, zuerst angewandt fiir sogenannte
undeterminierte Gleichungen, wo mehr Unbekannte als Gleichungen
gegeben, wo also z.B. y verschiedne Werte annimmt, je nachdem fiir
r verschiedne Werte unterstellt werden. Bei Lagrange aber ist die
Originalfunktion der bestimmte algebraische Ausdruck von z, der
differenziert werden soll; also wenn yoderf(z) = z%, so ist z* die
Originalfunktion, 4z® die erste Abgeleitete usw. Um also die Konfusion
zu vermeiden, ist y die Abhéngige oder f (z), Funktion von x zu nennen,
dagegen die Originalfunktion im Lagrangeschen Sinn Originalfunktion
in r und entsprechend die «Abgeleiteten» Funktionen in z.

In der algebraischen Methode, wo wir erst f1, die vorldufig Abgeleite-
te oder [das Verhéltnis der] endlichen Differenzen entwickeln, und
erst aus ihr die definitive Abgeleitete f', wissen wir von vornherein:
f(z) =y, also a) Af(z) = Ay, und daher umgedreht Ay = Af(2).
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Was zunichst zu entwickeln ist, ist grade A f (z), der Wert der endlichen
Differenz von f(z).
Wir finden:
Pay=2L, also 2 =)
Also auch:
Ay = f1 (x) Az,

und da Ay=Af(z), so
Af(z)=f* () Ax.
Die weitere Entwicklung des Differentialausdrucks, die uns schliess-
lich liefert
df (z} = ' (z) dz,
ist bloss Differentialausdruck der vorher entwickelten endlichen

Differenz.
In der gewéhnlichen Methode wird

dy oder df (z)=f (z)dx

iberhaupt nicht entwickelt, sondern, sieh oben, das fix und fertig durch
das Binom (x2 + Ax) oder (z + dx) gelieferte f' (z) nur losgewickelt
von seinem Faktor und seinen Nebengliedern.

Anmerkung des Herausgebers

1 Dies ist eine explizite Formulierung dessen, was in der von uns vorgeschlagenen
Terminologie ,, Intensionalitit‘‘ (eines Gegenstandes oder eines Begriffs) heif3t.
Die Differenz wird einmal als Differenz, d.h, als Verhiltnis zweier Groen, das
andere Mal als Wert der Differenz, als eine unterschiedslose Gréfle aufgefafit;
extensional sind beide Auffassungen identisch, Vgl. Punkt IV der Einleitung.




X

f. AUS DEM MANUSKRIPT «TAYLOR’S THEOREM,
MAC LAURIN'S THEOREM UND LAGRANGE'S
THEORIE DER ABGELEITETEN FUNKTIONEN»

I

Newton's Entdeckung des binomischen (in seiner Anwendung auch
polynomischen) Theorems revolutionierte die ganze Algebra, indem
sie zuerst eine allgemeine Theorie der Gleichungen ermoglichte.

Das binomische Theorem — und dies haben die Mathematiker
entschieden anerkannt, namentlich seit Lagrange,— ist aber auch die
Hauptbasis des Differentialcalculs. Schon der Augenschein zeigt, dass
ausser den Kreisfunktionen, deren Ausginge die Trigonometrie liefert,
alle monomischen Differentials wie z™, a*, log z etc. allein aus dem
binomischen Theorem entwickelt werden.

Es ist jetzt sogar Lehrbuchsmode, nachzuweisen, dass wie aus Tay-
lor's und Mac Laurin’s Theoremen das binomische Theorem entwickel-
bar, so umgekehrt'. Dennoch ist nirgendwo, selbst nicht bei Lagrange,
dessen Theorie der abgeleiteten Funktionen dem Differentialcalculus
eine neue Basis gab, der Zusammenhang zwischen dem binomischen
Lehrsatz und jenen Theoremen in seiner ganzen waldurspriinglichen
Einfachheit klargelegt worden, und es ist hier wie tiberall wichtig,
der Wissenschaft den Schleier des Geheimnisvollen abzureissen.

Taylor's Theorem? historisch vorangehend dem des Mac Laurin’,
gibt — unter bestimmten Voraussetzungen — fiir jede Funktion «,
die um ein positives oder negatives Inkrement -2 wachst, also im
allgemeinen fiir f (z + k), eine Serie symbolischer Ausdriicke anzeigend,
durch welche Reihe von Differentialoperationen f (z + &) entwickelbar.
Es handelt sich hier also um Entwicklung einer beliebigen Funktion z,
sobald sie variiert.

Mac Laurin’dagegen — auch unter bestimmten Voraussetzungen —
gibt die allgemeine Entwicklung jeder Funktion z selbst, ebenfalls
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in einer Serie symbolischer Ausdriicke, die zeigt, wie solche Funktion,
deren Loésung algebraisch oft sehr weitldufig und kompliziert, durch
den Differentialcalcul, leicht zu finden. Die Entwicklung beliebiger
Funktion z meint aber nichts als die Entwicklung der mit [Potenzen}
der unabhdngigen Variablen x kombinierten konstanten Funktionen,
denn die Entwicklung der Variablen selbst wire identisch mit ihrer
Variation, also mit dem Objekt des Taylorschen Theorems.

Beide Theoreme sind grossartige Verallgemeinerungen, worin die
Differentialsymbole selbst zum Inhalt der Gleichung werden. Statt
der wirklich sukzessiv abgeleiteten Funktionen von z werden nur
dargestellt die Ahgeleiteten unter der Form ihrer symbolischen Aquiva-
lente, welche ebenso viele zu verrichtenden Operationsstrategeme
anzeigen, unabhingig von der Gestalt der Funktion f(z) oder der
Funktion f(z + %#). So werden zwei Formeln erhalten, die auf alle
besondern Funktionen z oder z 4+ %2 anwendbar mit gewissen Einschrian-
kungen.

Formel Taylor’s:

f(x+h) oder y,=
d2y h2 asy 3 diy  h4

dy
— g 4
Vgt Yt es Tt T et

Formel Mac Laurin’s:

f(x) oder y =
—+ () 5 () 2t (25) 2 (20 et

Der blosse Augenschein zeigt, dass hier historisch, wie theoretisch,
das was man die Arithmetik des Differentialcalculus nennen kann, d.h.
die Entwicklung seiner Grundoperationen, bereits als vorhanden und
bekannt vorausgesetzt wird. Dies im folgenden nicht zu vergessen, wo
ich diese Bekanntschaft unterstelle.

II

Mac Laurin’s Theorem kann als besondrer Kasus von Taylor’s Theorem
betrachtet werden.
Bei Taylor haben wir:

y=71(z),

d -
yi=f(z+h)=f() Odel'y_i_d_-ih_;é_ d

2,
1oz h? +ete. +

L ary
+[ 23 nj| gz "+ ete.
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Setzen wir in f(zx-+h) und ebenso auf der rechten Seite in y

. _dy  d%y AT
oder f(z) und seinen unter der Form —=, —— etc. symbolisch abge-

leiteten Funktionen =0, so dass die nichts mehr erhalten als die
Entwicklung des konstanten Elements von z, so:

10 =)+ (5] bt () 17 + (5r) T3 +ete-

yi=f(x+h)=f(0-=h) wird dann dieselbe Funktion von &, welche
y=/f(z) von z ist, da & in f(h) eingeht, wie z in f(z), und (y) in
(%) etc. jede Spur von z ausgeloscht ist.

Wir kénnen daher auf beiden Seiten z statt & setzen und erhalten

dann:

£(2)=(y) oder 1(0) -~ (4£) o+ (55 ) 5 + ete. -

: dny Pl
R ( dz" ) 1.2.3 ... n + ete.

Oder wie andere das geschrieben haben:

2

F@=FO)+ O+ 1" (0) 2+ 7 (0) Tomg + ete.

wie z.B. in der Entwicklung f(z) oder (c+ z)™:
(e+0)™ = £ (0) =™,

m (C ix O)m—l r=mem 1y = f’ (0) £ ete.

Ich werde im folgenden, wo wir zu Lagrange kommen, Mac Lau-
rin’'s Theorem als bloss besonderen Kasus von dem Taylor’s nicht
weiter beriicksichtigen. Hier sei nur noch hemerkt, dass es ebenso seine
so g. «failures» hat wie Taylor's Theorem. Bei ersterem entspringen die
failures alle aus der irrationellen Natur der konstanten Funktion, bei
letzterem aus der der variablen.

Man kann sich nun fragen:

Hatte Newton bloss die Resultate der Welt gebend, wie er das z.B.
in der «drithmetica Universalis» bei den schwierigsten Fallen tut, nicht
ganz im stillen fir eigenen Privatgebrauch aus dem binomischen
Lehrsatz, den er entdeckt, sich Taylor's und Mac Laurin’s Theo-
reme bereits entwickelt? Dies ist mit absoluter Sicherheit zu ver-
neinen: er war nicht, der seinen Schiilern die Aneignung solcher
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Entdeckung zu iiberlassen. Er war in der Tat noch zu sehr absor-
biert durch die Ausarbeitung der Differentialoperationen selbst,
die schon als gegeben und bekannt bei Taylor und Mac Laurin vor-
ausgesetzt sind. Zudem gelangte Newton, wie seine ersten elemen-
taren Formeln des calculus zeigen, offenbar zunichst zu denselben
von mechanischen nicht der reinen Analysis angehérigen Ausgangs-
punkten.

Was andererseits Taylor und Mac Laurin betrifff, so arbeiten und
bewegen sie sich von vornherein auf dem Boden des Differentialcalculus
selbst und hatten darnach keinen Anlass, die moglichst einfachen
algebraischen Ausgangspunkte desselben zu suchen, um so weniger
als der Streit zwischen den Newtonianern und Leibnizianern sich um
bestimmte, bereits fertige Formen des calculs als einer neu entdeckten,
ganz aparten, von der gewohnlichen Algebra himmelweit verschiednen
Disziplin der Mathematik drehte.

Der Zusammenhang ihrer respektiven Ausgangsgleichungen mit
dem binomischen Lehrsatze verstand sich fiir sie von selbst, aber nicht

. v\ - . z .
mehr so, als z.B. bei der Differenzierung von zy oder 5 o sich von

selbst versteht, dass dies durch die gewohnliche Algebra gelieferte
Ausdriicke sind.

Die wirklichen und daher einfachsten Zusammenhinge des Neuen
mit dem Alten werden immer erst entdeckt, sobald dies Neue selbst
schon eine in sich abgerundete Form gewonnen, und man kann sagen,
dass der Differentialcalcul diese relation erhielt durch die Taylorschen
und Mac Laurinschen Theoreme. Es fiel daher erst Lagrange zu,
den Differentialcalculus auf strikt algebraische Basis zuriick-
zufiihren. Vielleicht ging ihm darin voran Jokn Landen, englischer
Mathematiker um Mitte des 18. Jh., in seiner «Residual Analysis».
Doch muss ich dies Buch erst im Museum sehn, bevor ich dariiber
urteilen kann.

IIl. Lagranges Funktionstheorie

Lagrange geht aus von der algebraischen Begriindung des Tay-
lorschen Theorems, also der allgemeinsten Formel des Differentialcal-
culus.

Es ist nur zu bemerken mit Bezug auf Taylor's Ausgangsglei-
chung:

yy oder f(x--h)=y oder f(x)+ Ah-4 Bh?-L Ch®+ etc.

1) Diese Reihe ist in keiner Weise bewiesen; f (z -+ k) ist
kein Binom von einem bestimmten Grad:; f(z + k) ist vielmehr der




134 1. AUS DEM MANCSKRIPT «TAYLOR'S THEOREM»

unbestimmte allgemeine Ausdruck jeder Funktion [der Variablen] z,
welche [z] um ein positives oder negatives Inkrement 2 wichst; f (z + &)
schliesst also Funktionen z von jedem Grad ein, schliesst aber zugleich
jeden bestimmten Grad der Entwicklungsreihe selbst aus. Taylor selbst
setzt daher «+ etc.» ans Ende der Reihe. Dass aber das Gesetz der
Entwicklungsreihe, welches giiltig fiir bestimmte Funktionen x, die
ein Inkrement erhalten— ob sie nun darstellbar in endlicher Glei-
chung oder endloser Reihe—, ohne weiteres anwendbar auf die unbe-
stimmte allgemeine f(z) und daher ebenso unbestimmte allgemei-
ne f(xy) oder f(z 4 h), ist erst zu beweisen.

2) Die Gleichung wird dadurch in die Differentialsprache libersetzt,
dass sie doppelt differenziert wird, d.h. y, einmal mit Bezug auf & als
variabel und 2 als konstant, dann aber mit Bezug auf x als variable und
h als konstant. So werden zwei Gleichungen hergestellt, deren erste
Seiten identisch, wéhrend ihre zweite Seiten formverschieden sind.
Um aber die unbestimmten Koeffizienten dieser zweiten Seiten, welche
alle Funktionen von x sind, gleichsetzen zu konnen, wird, was dazu
erheischt, auch vorausgesetzt, dass die einzelnen Koeffizienten 4, B,
etc. zwar unbestimmte, aber endliche Grossen sind, und ebenso, dass die
sie begleitenden Faktoren 2 in ganzen und positiven Potenzen aufstei-
gen.  Gesetzt, was nicht der Fall, Taylor hdtte das alles bewiesen
fir die f(z + A), solange z in f(z) allgemein bleibt, so gilte das des-
wegen noch keineswegs, sobald Funktionen z bestimmte partikulire
Werte annehmen. Diese kénnten umgekehrt unvertriglich sein mit der
Behandlung durch seine Reihe

d2y

—_ _d_-l{ L = J hLe
h=y+4 h—rdzz h? <+ etc.

Mit einem Wort: die Bedingungen oder Voraussetzungen, die in
Taylor’s unbewiesener Ausgangsgleichung involviert sind, finden sich
natiirlich auch in dem daraus abgeleiteten Theorem:

dy . | d% .,
Yi=y+ 55 h+—5 h* +etc.

Es ist daher unanwendbar auf gewisse Funktionen von z, die jenen
Voraussetzungen widersprechen. Daher die so g. failures des Theorems.

Lagrange begriindet die Ausgangsgleichung algebraisch und zeigt
zugleich durch deren Entwicklung selbst, welche partikularen Fille,
als ihrem allgemeinen Charakter, d.h. dem allgemeinen, unbestimmten
Charakter der Funktion von z widersprechend, von selbst ausgeschlossen
sind.
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H) 1) Das grosse Verdienst Lagrange’s ist, nicht nur das Taylorsche
Theorem und fi{iberhaupt den Differentialcalculus durch die rein
algebraische Analyse begriindet, sondern namentlich auch den Begriff
der abgeleiteten Funktionen eingefithrt zu haben, den in der Tat alle
seinc Nachfolger mehr oder minder benutzen, auch ohne davon zu
sprechen. Aber er hat sich damit nicht begnigt. Er gibt die rein
algebraische Entwicklung aller moglichen Funktionen z -~ h, mit auf-
steigenden, ganzen, positiven Potenzen von . und erteilt jhnen dann
die Taufnamen des Differentialcalculus. Alle Leichtigkeiten und Abkiir-
zungen, die der Differentialcalcul (Taylor’'s Theorem etc.) selbst
gewahrt, werden damit eingebiisst und sehr oft durch algebraische
Operationen von viel mehr weitldufiger und komplizierter Natur ersetzt.

2) Soweit es sich um reine Analysis handelt, wird Lagrange in der
Tat alles los, was ihm als metaphysische Transzendenz erscheint in
Newton's Fluxionen, Leibniz’ Infinitesimals verschiedener Ordnung,
der Grenzwerttheorie der verschwindenden Grossen, der Einsetzung
von % ( :-_%) als Symbol fiir die Differentialkoeffizienten etc. Dies
verhindert jedoch nicht, dass er in der Anwendung seiner Theorie und
Kurven etc. selbst bestdndig einer oder der anderen dieser «metaphysi-
schen» Vorstellungen bedarf.

Anmerkungen des Herausgebers

1 Die Mittelwertsitze der Differentialrechnung fiihren sehr einfach zum Taylor-
schen Theorem, so daf dies das heute iibliche Vorgehen beim axiomatischen
Aufbau der Infinitesimalrechnung ist. Mit dem Theorem wird dann die (auf
reelle Exponenten veraligemeinerte) binomische Formel bewiesen.

2 Unter der Voraussetzung, daB die auftretenden Ableitungen existieren und x so-
i i
wie x + h im Definitionsbereich von f liegen, gilt f(x +h) =} f(l) (x) - —%—
R, (x,h), wobei h positiv und negativ sein darf und das Restglied R, eine
Funktion der n + 1-ten Ableitung von fist. Gilt lim R, (x,h) = 8, so erhalt
n-» oo

x . i
man f (x + h) = 2 ) (x)- % — die von Marx diskutierte Form des Tay-

lorschen Satzes.

3 Entwicklung von f(x+h) nach der Formel von Taylor fiir x=0
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2. AUS DEM UNBEENDETEN MANUSKRIPT
«TAYLOR’S THEOREM»

Wenn also in dem Theorem von Taylor 1) ibernommen aus einer
spezifischen Form des binomischen Theorems, wo (z+ k)" vorausgesetzt,
dass m ganze und positive Potenz ist, also auch die Faktoren in A = A,
hY, k%, k3 etc. sind, d.h. A in ganzer, aufsteigender, positiver Potenz
[ist], so {auch] 2) dass wie in dem algebraischen binomischen Theo-
rem allgemeiner Form, die abgeleiteten Funktionen von z bestimmte
und soweit endliche Funktionen in z sind. Es kommt aber noch
eine dritte Bedingung hinzu. Die abgeleiteten Funktionen von z kon-

k -
nen nur =0, = + oo, = — co werden und ebenso A" pur=hK-?

oder ™" (z.B. k%), wenn die Variable z partikulire Werte annimmt,
z.B. z = a.

Allgemein zusammengefasst: das Taylorsche Theorem ist allgemein
nur anwendbar zur Entwicklung von Funktionen in 2, in welcher
2 = z -+ h wird oder wachst, aus z zu z; wird, wenn 1) die unabhéangi-
ge Variable z die allgemeine, unbestimmte Form x beibehilt, 2) die
Originalfunktion in z selbst durch Differentiation entwickelbar in
einer Reihe bestimmter und soweit endlicher, abgeleiteter Funktionen
in z, mit entsprechenden Faktoren von 2 mit aufsteigenden, positiven
und ganzen Exponenten, also mit 2!, k%, A% etc.

Alle diese Bedingungen aber sind ein andrer Ausdruck dafiir, dass
dies Theorem nur das in Differentialsprache iibersetzte binomische
Theorem mit ganzen und positiven Exponenten ist.

Wo diese Bedingungen nicht erfilllt sind, d.h., wo das Taylorsche
Theorem nicht anwendbar, tritt das ein, was im Differentialcalcul figu-
riert als die «failures» dieses Theorems.

Die grosste failure des Taylorschen Theorems sind aber nicht diese
besonderen failures der Anwendung, sondern die allgemeine failure,
dass

y=f(zr) lund] y,=f(x+h),
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welche nur symbolische Ausdriicke eines Binoms von irgendwelchem
Grad #, verwandelt werden in Ausdriicke, wo f (z) eine Funktion von z,
die alle Grade einschliesst und deshalb selbst Keinen Grad hat, so dass
y; = f(x + h) ebenfalls alle Grade einschliesst und selbst von keinem
Grad ist, vielmehr der unentwickelte allgemeine Ausdruck jeder Funktion
der Variablen x wird, sobald sie wichst. Die Entwicklungsreihe, worin
sich dies ungradige f(x + k) expandiert, ndmlich y + Ah -+~ Bh® +
+- Ch® + etc., schliesst daher auch alle Grade ein, ohne selbst irgend-
eines Grades zu sein.

Dieser Sprung aus der gewohnlichen Algebra, und zwar vermittelst
der gewohnlichen Algebra, in die Algebra der Variablen ist vorausgesetzt
als un fait accompli, er ist nicht bewiesen und ist prima facie im Wider-
spruch zu allen Gesetzen der gewdhnlichen Algebra, wo y = f(x),
y, = f(x + k) niemals diesen Sinn haben koénnen.

In andern Worten: die Ausgangsgleichung
y, oder f (z + k) = y oder f (z) + Ak + Bh* +

4 Ch® + Dh* 4+ Eh® + etc.
ist nicht nur richt bewiesen, sondern setzt bewusst oder unbewusst
eine Substitution von Varieblen fir Konstante voraus — denn die Al-
gebra, also auch das algebraische Binom, lasst nur Konstante zu
und zwar nur Konstante von zweierlei Sorte, bekannte und unbekann-
te —, die allen Gesetzen der Algebra ins Gesicht schlagt! Die Ablei-
tung dieser Gleichung aus der Algebra scheint daher auf einem Betrug
zu beruhn.

Wenn nun dennoch tatsdchlich das Taylorsche Theorem — dessen
failures in der Anwendung kaum ins Gewicht fallen, da sie faktisch
beschrankt sind auf Funktionen in z, die auf dem Weg der Differentia-
tion kein Resultat liefern konnen, also iiberhaupt der Behandlung
durch den Differentialcalcul unzuginglich sind — sich in der Praxis
als die zusammenfassendste, allgemeinste und erfolgreichste Operations-
formel des ganzen Calculus ausgewiesen hat, so ist dies nur das crowning
of the edifice der Newtonschen Schule, der er angehérte, und der New-
ton-Leibnizschen Entwicklungsperiode des Differentialcalculus iiber-
haupt, welcher gleich in seinen ersten Ansitzen wahre Resultate aus
falschen Pramissen zieht.

Der algebraische Beweis von Taylors Theorem ist nun geliefert
worden von Lagrange und bildet tiberhaupt die Basis seiner algeb-
raischen Methode des Differentialcalculs. Auf die Sache selbst werde
ich ndher eingehn beim etwaigen historischen Teil dieses Manu-
skripts.

Hier als lusus historiae sei nur dies bemerkt, dass Lagrange keines-
wegs auf die unbewusste Grundlage Taylors zuriickgeht — auf das
binomische Theorem, und zwar das binomische Theorem in elementarster
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Form, wo es nur aus zwei Grossen (z + a) oder hier (zr + k)
besteht und einen positiven, [ganzen] Exponenten hat.

Noch viel weniger geht er weiter zuriick und fragt sich, warum
erscheint das in Differentialform iibersetzte und zugleich von seinen
algebraischen Bedingungen durch einen Gewaltstreich befreite bino-
mische Theorem Newtons als zusammenfassende allgemeine Operations-
formel des von ihm gegriindeten Calculus? Die Antwort war einfach;
weil Newton von vornherein z; — 2z = dz setzt, also z, = z + dz.
Die Entwicklung der Differens verwandelt sich also soforl in Entwick-
lung einer Summe, in Entwicklung des Binoms (r + dx) (wobei wir
ganz davon absehn, dass er héatte setzen missen z; — z = Az oder &)
(also 2z, = z + Az oder = z + h). Taylor entwickelt diese Grundlage
des Systems nur zur dessen allgemeinsten und zusammenfassendsten
Form, was iberhaupt erst méglich war, sobald alle Grundoperationen
des Differentialcalculus entdeckt waren, denn welchen Sinn hat-

. d d?y . .. .
ten seine Fi.%’ d—xé etc., wenn man nicht fiir alle wesentlichen Funk-
. . U ly d% .
tionen in z bereils jhr entsprechendes :{—; , (—{I% etc. zu entwickeln

féhig?

Lagrange umgekehrt schliesst sich direkt an Taylor's Theorem an,
natirlich von einem Standpunkt, wo einerseits die Nachfolger der
Newton-Leibnizschen Ipoche ihm bereits die korrigierte .Ausgabe
des x; — x = dr geliefert, also auch y; —y = f(z + &) — f(z), er
andrerseits grade in der Algebraisierung der Taylorschen Formel seine
eigne Theorie der «abgeleiteteny Funktionen produzicrte. [So schloss
sich Fichte an Kant, Schelling an Fichte, Hegel an Schelling an, ohne
"dass weder Fichte, Schelling, Hegel die aligemeine Grundlage Kants,
i.e. den Idealismus iiberhaupt untersucht hitten: die hiitten ihn sonst
nicht fortentwickeln kinnen]. R

Anmerkung des Herausgebers

1 Beim tYbergang zur Diffentialrechnung sind hinsichtlich des Begriindungsprob-
lems soweit wie méglich die Konsequenzen des Wechsels des Gegenstandes zu
reflektieren; zunichst also der fundamentale tUbergang von konstanten zu
variablen (genetisch gewonnenen) Grofen, dann daraus abgeleitet, auf der
niachsthéheren theoretischen Ebene, der von der Ableitungin einem Punkt
zur abgeleiteten Funktion, von der (z.B. Taylor —) Entwicklung in einem
Punkt zur Entwicklung einer Funktion, usw.
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UBER DIE MEHRDEUTIGKEIT DER TERMEN «GRENZE»

UND «GRENZWERT»

I) z3
a) (z— h)*= 23 |- 3h2® - kxR
b) (z -+ k) — 23 = 32°h - 3xh? -~ A3,

r4- )3 — 138 9
c) (_i_‘zl__r_:Sx?—{v- 3xh - h2.
Wird =0, so
3__,3 . S 0 )
072 pger 270 0 oder L und  die rechte
0 0 0 dx
also:
dy o o
ik

Yyi—y=a1—2*=(ry—x) (2} + 12 + 22);

yr— d .
Y oder - =%+ zx-+ 2%
ry—2z dr

IT) Setzen wir x, —x=~h, so:
1) (my—x) (2] + 22+ 2Y) = h (2} + 242 + 22);
2) also:

—
4'/—'7;/- =2t 4 izt 22

Seite = 322,
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In 1) ist der Koeffizient von h nicht die fertig Abgeleitete, wie
oben f’, sondern f!; die Division beider Seiten durch & liefert daher

. d
auch nicht 71%, sondern

Ay

h

A
oder Kyc_ =114 1z -+ 2

etc. etc.
Wenn wir auf der andern Seite in I ¢), namlich in

f(x +II})L_I () oder _!/_1[2;!/ =322 4 3zh - h?,

von der Vorstellung ausgehn, dass auf der rechten Seite, je mehr
der Wert von h abnimmt, desto mehr der Wert der Glieder
3zh + h* abnimmt, also auch der Wert der ganzen rechten
Seite 3z 4+ 3zh 4 A® sich immer mehr dem Wert 32* nahert, so
miissen wir aber hinzusetzen: ohne je mit ihm zusammenfallen zu
konnen.

3z* wird so ein Wert, dem sich die Reihe 32* + 3x% - h® bestandig
néhert, ohne ihn je zu erreichen, also noch mehr, ohne ihn je tiberschrei-
ten zu konnen. In diesem Sinn wird 3z® der Grenzwert der Reile
3x? + 3zh 4 R

. . . . —_ —_1 .
Andrerseits nimmt die Grosse ! ; y (oder Z’—:) auch immer
—

mehr ab, je mehr ihr Nenner h abnimmt. Da aber "’;"' das Aqui-

valent von 3z~ 3zh 4+ h?, so ist der Grenzwert dieser Reihe sein
eigner Grenzwert in demselben Sinn, worin er der der ihm &quivalen-
ten Reihe ist.

Sobald wir aber 2 = 0 setzen, verschwinden die Glieder auf der
rechten Seite, die 3z® zur Grenze ihres Werts machten; 3z ist jetzt die
erste Abgeleitete von 22, also = ' (z). Als f’ (x) zeigt es an, dass wieder
aus ihm f" (z) (im gegebnen Fall = 6z) ableitbar etc., dass also das
Inkrement f' () oder 3z% nicht = der Summe der aus f(z) = z* ent-
wickelbaren Inkremente. Wire die f (2) selbst eine endlose Reihe, so
natiirlich auch die Reihe der aus selber entwickelbaren Inkremente.
In diesem Sinne wiirde aber die entwickelte Reihe der Inkremente,
sobald ich sie abbreche, der Grenzwert ihrer Entwicklung, Grenzwert
also hier in dem gewdhnlichen algebraischen oder arithmetischen Sinn,
wie der entwickelte Teil eines endlosen Dezimalbruchs Grenze seiner
méglichen Entwicklung wird, eine Grenze, die aus praktischen oder
theoretischen Griinden geniigt. Dies hat absolut nichts gemein mit dem
Grenzwert im ersten Sinn.
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Der Grenzwert im zweiten Sinn ist hier je nach Belieben ver-
grosserbar, wahrend dort [der Wert des Ausdrucks] nur verkleinerbar.
Ferner:

Yyi—y - N1y
h 11——.r

1

solange A sich nur verkleinert nihert sich nur dem Ausdruck

o > er ist eine Grenze, die es nie erreichen und noch weniger iiber-
. 0 .
schreiten kann, und sofern kann -Jals sein Grenzwert betrachtet
werden.
0 _ 4y

Aber sobald %"— verwandelt in o= =, hat letzteres aufgehort

Y1—

h
Grenze verschwunden ist. Mit Bezug auf seine frithere Form ﬂ-;—l

der Grenzwert von zu sein, indem letzteres selbst in seiner

— w ) 0 .
oder XY Lkénnen wir nur sagen, dass T dessen absoluter Mini-

Ii“_x
malausdruck ist, der isoliert betrachtet kein Wertausdruck ist;
aber %(oder %yr—) hat jetzt als reales Aquivalent 322 gegeniiber,
d.h. f (z).

Und so in der Gleichung

—8 (oder %Z—) = f'(x)

ist keine der beiden Seiten Grenzwert der andern. Sie haben kein
Grenzverhdltnis zueinander, soudern ein Aquivalentverhdltnis.!

3
ze von 2. Dies kdme nur auf die abgeschmackte Tautologie hinaus, dass
der Wert einer Grosse == der Grenze ihres Werts.

Der Begriff des Grenzwerts ist also missdeutbar und wird bestindig
missdeutet. Auf Differentialgleichungen  angewandt ist er als Mittel,
das Setzen von z; — z oder A = 0 vorzubereiten und letztres der
Vorstellung naher zu bringen, eine Kinderei, die ihren Ursprung in der
ersten mystischen und mystifizierenden Methode des Calculus hat.

In der Anwendung der Differentialgleichungen auf Kurven etc.
dient er wirklich zu geometrischer Veranschaulichung.

. 6 . 6 6
Wenn ich habezg = 2, so ist weder 2 Grenze von — noch -;- Gren-

Anmerkungen des Herausgebers
1 Die Betonung des Aquivalentenverhiltnisses zwischien symbolischer und realer

Seite der Gleichung verweist erneut auf den Realismus der Marxschen Position;

danach ist das Resultat bei allem Insistieren auf der Unverzichtbarkeit des

Aspekts der genetischen Analyse und Konstruktion nicht auf die Genesis redu-

zierbar,




XIII

VERGLEICHUNG VON D'ALEMBERT'S METHODE
MIT DER ALGEBRAISCHEN

Vergleichen wir D’Alembert’s Methode mit der algebraischen.
I) f(x) oder y=1z3

a) f(x+4 k) oder y, = (z--h)® =23+ 32%h -|- 3xh®-! RS,

b) f(r--h)—f(2) oder y,—y=32*h 4 3zh® L R3

C) f(-t—*—]z})t——f(r) oder y(;‘.'l :31'2-1—3.1'}1 —f*k?,

wenn A =0:

0

d) * oder H—322=f ().

I1) f(x) oder y=1z¥
a) f(x)) oder y,~ z3;
b) f(z)—f(2) oder y,~y =1} —2*=(x;—2) (2] + 2,2 1 2*);
c) f————(i‘z:im oder '—[’1—51
Wird z,=:x, so z;—x=0, hence:
d) —8— oder -g%
In beiden dasselbe sofern: wichst die unabhingige Variable z,
so die abhingige y. Das Ganze kommt darauf an, wie das Wachstum
von z ausgedrickt wird. Wird z zu zy, so £, — 2 = Az == I (unbe-
stimmte, endlos kontrahierbare, aber immer eundlich bleibende
Differenz).
Az oder L ist das Inkrement, um welches z gewachsen ist, denn:
a) 2y = r — Az, aber auch umgekehrt b) 2 — Az oder z 4- A = z,.
Der Diffcrentialcalcul geht historisch von a) aus, d.h. davon, dass
die Differenz Ax oder das Inkrement 2 (das eine driickt dasselbe aus
wie das andre, das eine negativ als Differenz Az, das andre positiv als
Inkrement %) selbstindig existiert neben der Grisse z, deren Inkrement

es ist, die es also als gewachsen ausdriickt, aber um k gewachsen. Es wird

2 ! : 2
=X T 0T T L.

o

= (22 =21 |- 1% 3z
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dadurch von vornherein der Vorteil erreicht, dass die diesem allgemeinen
Ausdruck entsprechende Originalfunktion der Variablen, sobald sie
wichst, in Binomen von bestimmtem Grad ausgedriickt und daher das
binomische Theorem von vornherein auf sie anwendbar wird. In der
Tat schon auf der allgemeinen, der linken Seite, haben wir ein Binom,
namlich z -+ Az [solches dass f (x 4+ Ax)] oder y; = etc.

Der mystische Differentialcalculus verwandelt sofort:

(z + Az) in

(z + dx) oder bei Newton in z - z. Dadurch erhalten wir auch
auf der rechten, der algebraischen Seite sofort Binome in z 4 dx oder

z + z, die dann als gewdhnliche Binome behandelt werden. Die Ver-

wandlung von Az in dx oder x ist unterstellt a priori, statt mathematisch
abgewiesen zu sein, daher spiter die mystischen Unterdriickungen
von Gliedern der entwickelten Binome moglich wird.

D’Alembert geht aus von (x + dx), korrigiert aber die Ausdriicke
in (z 4+ Ax) alias in (z +- h); es wird jetzt eine Entwicklung nétig,
wodurch Az oder % in dx verwandelt wird, aber das ist auch alle
Entwicklung, die wirklich vorgeht.

Ob falsch von (z + dz) oder richtig von (z + &) ausgegangen wird,
dies unbestimmte Binom in die gegebne algebraische [Potenzlfunktion
von x gesetzt, verwandelt in ein Binom von einem bestimmten Grad,
wie in Ia) statt z® nun erscheint (z + &), und zwar in ein Binom, wo
in dem einen Fall dz, im andern % als dessen letztes Glied figuriert,
daher auch in der Entwicklung nur als Faktor, womit die durch das
Binom abgeleiteten Funktionen &usserlich behaftet sind.

Daher finden wir gleich in Ia) die erste Abgeleitete von z® fertig vor,
niamlich als 3z%, als Koeffizient im zweiten Glied der Reihe, behaftet
mit ~. 322 = f'(x) bleibt von nun an unverandert. Es selbst ist durch
keinen Differentiationsprozess irgendeiner Art abgeleitet, sondern von
vornherein durch den binomischen Lehrsatz geliefert, und zwar, weil
wir von vornherein das gewachsne z als Binom

z+ Az =z + h,

als um h angewachsnes z dargestellt haben. Die ganze Aufgabe besteht
nun darin, die nicht etwa embryonisch existierende, sondern fix und
fertige f'(x) von ihrem Faktor 2 und scinen andern Nebengliedern
loszuschélen.

Dagegen in Ila) geht das gewachsne z; ganz in derselben Form in
die algebraische Funktion ein wie z urspriinglich in sie einging; z®
wird zu z}. Die Abgeleitete f'(x) kann erst durch 2 sukzessive Diffe-
rentiationen, und zwar beide von genau unterschiednem Charakter,
am Schluss erhalten werden.
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In der Gleichung Ib) bereitet zwar die Differenz f(z -+ h) — f(x)
oder y, — y das Zustandekommen des symbolischen Differentialkoef-
fizienten vor; mit Bezug auf den realen dndert sie nichts als dass er
aus dem zweiten Rang in den ersten der Reihe riickt, und daher seine
Befreiung von 2 méglich wird.

In IIb) erhalten wir auf beiden Seiten den Ausdruck von Differen-
zen; sie wird auf der algebraischen Seite so entwickelt, dass (z; — z)
als Faktor neben einer abgeleiteten Funktion in z und z; erscheint,
die erhalten durch Division von 2} — 2% durch z; — z. Erst die
Existenz der Differenz 23 — 2® machte ihre Zerlegung in zwei Faktoren
moglich. Da

ry —x = h,

kénnten die beiden Faktoren, worin 2! — z® zerlegt, auch geschrie-
ben werden & (2} + 2z - %). Dies zeigt neuen Unterschied von Ib).
h selbst als Faktor der vorliufig Abgeleiteten ist erst abgeleitet
durch die Entwicklung der Differenz 27 — 2® als Produkt zweier Fak-
toren, wahrend ~ als Faktor der «Abgeleiteten», wie diese selbst in
Ia), schon fertig existiert, bevor irgendeine Diiferenz entwickelt
worden ist. Dass das unbestimmte Wachstum von z zu z; neben z die
getrennte Form des Faktors 2 annimmt, ist in I) von vornherein unter-
stellt, in II) (da z; — = k) bewiesen durch die Ableitung. % ist
zwar in I) einerseits unbestimmt, andrerseits aber doch schon soweit
bestimmt, als das unbestimmte Wachstum von =z bereits als eine
eigne Grosse erscheint, um die x gewachsen ist, daher als solche neben
ihm auftritt.

In Ic) wird nun f(x) von seinem Faktor & befreit; wir erhalten so

auf der linken Seite Y% oder ”x+}2_f(z) , also einen noch endli-

h
chen Ausdruck des Differentialkoeffizienten. Auf der andern Seite aber

haben wir erreicht, dass indem wir A=0 setzen in f ('t+h})l_f (2) .
dies also in %zj—i verwandeln, wir in Id) einerseits die

symbolischen Differentialkoeifizienten erhalten, andrerseits f'(z), die
schon in Ia) fertig bestand, nun seine Nebenglieder los wird und
allein auf der rechten Seite figuriert.

Positive Entwicklung geht nur auf der linken Seite vor, indem hier
der symbolische Differentialkoeffizient hergestellt ist. Auf der rechten
Seite besteht die Entwicklung nur darin f'(z) = 3z, das schon in
Ia) durch das Binom gefunden, von seinem urspriinglichen Zubehor
zu befreien. Die Verwandlung von 2 in 0 oder z; — z =0 hat auf der
rechten Seite nur diesen negativen Sinn.
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Dagegen in Ilc) ist erst eine wvorldufige Abgeleitete erhalten, durch
Division beider Seiten durch z;, — z (= A).

Endlich in IId) wird von dem positiven z; =z setzen die defini-
tive Abgeleitete erhalten. Dies xz, ==z bedeutet aber zugleich z, —z =0
setzen und verwandelt daher auf der linken Seite das endliche Ver-

. . — . a
hiltnis =¥ in 9 oder £V .
2‘1—.1' 0 d.‘t

In I} wird ehensowenig die «Abgeleitete» gefunden durch das Setzen
vonz; — 2 = (O oder 2~ = 0, wie in der mystischen Differentialmethode.
In beiden Fillen werden die Nebenglieder der von vornherein fertig
erscheinenden f'(z) aus dem Weg gerdaumt, jetzt mathematisch richtig,
dort durch einen coup d’état.




XIv

ANALYSE VON D’ALEMBERT'S METHODE MITTELS
NOCH EINES BEISPIELS

Entwickeln wir nun nach D’Alemberts Methode:
a) f(u) oder y=-3u?;
b) f(z) oder u=2%+ a2’
y=3u, (1)
f (u) = 3u?. (1a)
flu+h)=3(u+th),
fu+h)—f(u)=3 (u4 h)?— 3u?=3u?+ 6uh + 34* — 3u® = 6uh + 3h? (2)

(hier schon die abgeleitete Funktion fertig als Koeffizient von h durch
binomischen Lehrsatz),

flathy—f@) _
; = 6u - 3h.

Durch die Division wird die schon in (2) fertig gegebne f' (u)=—6u
von ihrem Faktor A befreit.

fet0—1 @) _g
0

yi—y as O 4y _
— alias 5= 4 =6

Hierin den Wert von u aus Gleichung b) gesetzt, gibt
dy

W

= 6 (2% 4 az?).
Da y in a) differenziert mit Bezug auf u, so
(4y—u)="h, oder h=(uy—u),

da u die unabhingige Variable.
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f(z) zunidchst als = Af(z) zu erhalten; aber auf der zweiten Seite
gibt sie nur den algebraischen Vorteil, die in z gegebne Original-
funktion 2® + az? zu entfernen aus dem Produkt von (z + k)3 +

+ a (z + h)?, etc.

Doch fahren wir weiter: Wir haben erhalten fir a):

Y _g (23 + az?),

du
und fir b):
du 9
= = 3z% + 2az.
Multiplizieren wir 2% mit 2%, so

du dz’
gy du __ dy
due dz dz’

was gesucht war. Setzen wir hierin die fir —:—Z und % gefundenen

Werte, so: also

% =6 (23 + ax?) (322 + 2ax)

und daher, allgemein ausgedriickt, wenn wir haben:

d d d
y:f(U,); %2%‘)‘ ’ u:f(x); .ég_= dfdi‘t) ,
hence:
dy du dy _ df(w) df (2)

Setzen wir nun in der Gleichung a) A =u; —u, in der Gleichung b)
h=xy—uz, so stellt sich die Sache so dar:

y oder f(u)=3u?,

Flu4(uy—u)) =3 (u+ (ug—u))>=3u? + 6u (u;—u)+ 3 (u;—u)?,
(ot (g — 1)) — f () = 3% 4 6w (15— ) + 3 (g — ) (g — u) — 3u,

hence:
fu+(uy—u))—f(u)y=">6u (ug—u) -+ 3 (ug—u)?

flut(u—u)—f

ug—u

= 6u + 3 (uy—u).
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Also:

% = 6 (2% az?).

(Dies erhalten aus f(u) oder y=3u?.)
[Entwickeln wir nun ebenso b), ndmlich:]
b) f(z) oder u=2%4 az?,

flat+h)=(z+hP+a(z+h)?
flz+h)—f@)=@E+hr)P+a(z+h)}?—2°—azt=
=234 3z%h + Jzh? + h® { —r3+
+ax®+ 2axh + ah’
= (3z% + 2ax) h + (3x + a) K2+ AP,

—art=

LEENTE) 352 4 202 + (Bz+a) b+ B2,

Setzen wir nun A vorn=0, so auf zweiter Seite:

Die abgeleitete Funktion 3z%4-2ax aber schon fertig enthalten in

flz+R)=(z+h)+a(z+h),

denn diese liefert

2% 4+ 322h 4 3zh? 4 h® + ax? 4 2axh -+ ah?.
Also
2% 4 az? 4 (322 4- 2az) h + (32 + a) B + K3,

Sie erscheint bereits als fertiger Koeffizient von k. Diese Abgeleitete ist
also nicht erhalten durch Differentiation, sondern durch Wachstum von
f(z) zu f (z + k) und daher von z® + az? zu (z + h)®+a (z 4 k)%

Sie ist einfach erhalten dadurch, dass wenn z zu 2 + & wird, wir
auf der andern Seite Binome in z + % von bestimmten Grad erhalten,
deren zweites, mit h behaftetes Glied die abgeleitete Funktion von u
oder f' (u) fix und fertig enthalt.

Alle weiteren Prozeduren dienen nur dazu, die so von vornherein
gegebne f' (z) zu befreien von ihrem eignen Koeffizienten £ und von
allen andern Gliedern.

Die Gleichung:

fz+h)—f(z)

B ==etc.

liefert Doppeltes: erstens den Zahler der ersten Seite als Differenz der


file://-/-2ax
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Hence [wenn] u; — u im ersten Glied = 0, so

dy .
E=6u+0—6u.

Dies zeigt, dass wenn von vornherein f(u) zu f(u + (uy — u))
[wird], so dass sein Inkrement als positives zweites Glied eines bestimm-
ten Binoms auf der zweiten Seite erscheint, das zweite Glied, das
durch den binomischen Lehrsatz mit (v, — u) oder ~ behaftet, sofort
der gesuchte Koeffizient ist. Ist das zweite Glied polynomisch, wie
es wird

in 2% 4 aa?, welches wird (z 4+ 2)% + a (z + R)?,

oder
(x4 (24— 7))} + a(z -+ (2,— 2))?,

so sind nur die mit z; — z in der ersten Potenz, alias 2 in der ersten
Potenz behafteten Glieder zu summieren als Koeffizient von % oder
2y — x; und wir haben wieder den Koeffizienten fertig.

Dies Resultat zeigt:

1) dass, wenn in der D’Alembertschen Entwicklung fiirz, — z = h
umgekehrt gesetzt wird 2 = x; — z, damit absolut nichts an der Me-
thode selbst gedndert wird, sondern nur klarer die Methode hervortritt,
durch f(z + 2) oder f(z + (z; — z)) sofort fiir den algebraischen
Ausdruck auf der andern Seite Binome zu erhalten statt der Original-
funktion, ~ie z. B. statt im gegebnen Fall 3u?.

Das z1-eite Glied, das man so findet, behaftet mit » oder z;, — «z,
ist die fer.ige erste abgeleitete Funktion. Die Aufgabe besteht nun, sie
von %~ oder x; — z zu befreien, was sich leicht macht. Die abgeleitete
Funktion ist fertig da; sie wird also nicht durch z;, — z = 0 gefunden,
sondern befreit von ihrem Faktor (z; — z) und Zubehor. Wie sie durch
einfache Multiplikation (binomische Entwicklung) gefunden als zweites
Glied [behaftet mit dem Faktor] z; — z, [so] wird sie schliesslich durch
Division auf beiden Seiten mit x; — z von letztrem befreit.

Die Mittelprozedur besteht aber in der Entwicklung der Gleichung

f@+R)—f(z) oder f(z+(x—2)— () =[...].

Diese Gleichung hat hier keinen [andern] Zweck, als die Ausgangsfunktion
verschwinden zu machen auf der zweiten Seite, da die Entwicklung
[von] f (z -+ h) notwendig f (z) enthilt mit ihrem durch das Binom ent-
wickeltem Inkrement. Diese [Glieder, die die Originalfunktion aus-
machen,] werden also aus der zweiten Seite entfernt.
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Was also geschieht z. B. in
(x+h)3+a(z+h)2—2®—a2?,

ist, die ersten Glieder z* und az®aus den Binomen (z + k)® + a (z + h)?
zu entfernen; wir erhalten so die mit 2 oder z; — z behaftete schon fer-
tige abgeleitete Funktion als erstes Glied der Gleichung.

Die erste Differentiation auf der zweiten Seite ist nichts als einfache
Subtraktion der Originalfunktion von ihrem angewachsnen Ausdruck,
gibt uns also das Inkrement, um das sie gewachsen ist, dessen erstes,
mit 2 behaftetes Glied schon die fertige abgeleitete Funktion. Die
andern Glieder kénnen nichts enthalten als Koeffizienten von A? etc.
oder (r; — z)% etc.; sie werden durch die erste Division mit x; — z
auf beiden Seiten um eine Potenz erniedrigt, wihrend das erste Glied
ohne A auftritt.

2) Der Unterschied von der Methode f(z) — f(z) = etc. liegt
darin, dass wir z.B. erhalten, wenn

f(x) oder u=x34- ax?

f(x)) oder u,=z}+ax},

der erste Anwachs der Variablen z uns keineswegs von vornherein das
/' (z) fertig fabriziert liefert.
[Bei der Bildung der Differenz f(r,) — f(z) erhalten wir]

f(z)—f(x) oder uy—u=22+az?—(z°+az?).

Hier handelt es sich keineswegs darum die Originalfunktion wieder
zu entfernen, da z} 4 ax? in keiner Form 2® und az?® enthilt. Im Gegen-
teil liefert uns diese erste Differenzengleichung ein Entwicklungsmo-
ment, nimlich die Verwandlung jedes der beiden urspriinglichen
Glieder in Differenzen von [Potenzen von] z, und z.

Némlich:

= (1} — 2%) + a(z} — 2?).

Es ist nun klar, dass, wenn wir jedes dieser beiden Glieder wieder
zerlegen in Faktoren von 2, — z, wir als K oeffizienten von z, — z Funk-
tionen in z, und x erhalten, nimlich:

flx)—f(z) oder wy—u=(x,—2) (2} + 2,2+ 2% +a (z,— z) (x, + 2).
Dividieren wir dies durch z;—z, also auch die linke Seite, so:

oder ;%:qzz (2 + 22z + 2%) - a (z, + ).

Durch diese Division haben wir die vorldufig Abgeleitete erhaiten.
Jeder ihrer Teile enthilt Glieder in z,.
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Wir konnen also schliesslich nur die abzuleitende erste Funktion
in z erhalten, wenn wir z; = z setzen, also z; — 2 =0, dann wird:

i =12%, z,0=21t,
so:
(z} 4 22+ 2%) =322 und 2+ 2x=12+42=2x;

also:
a(2z) =2za.

Resultat auf der andern [Seite]

df(r) du 0

dr dr ~ 0

Hier wird also die abgeleitete Funktion erst durch das Setzen von
r, = z, also z; — z = 0 erhalten. z, = z liefert das schliessliche posi-
tive Resultat in der wirklichen Funktion z.

Aber z, = z liefert auch 2, — 2 = 0 und daher zugleich, neben

diesem positiven Resultat, auf der andern Seite das symbolische %
dy
oder PR

Wir hitten von vornherein sagen konnen: wir miissen schliesslich
eine Abgeleitete in x; und x erhalten. Diese kann nur zur Abgeleiteten
in z sich wandeln, sobald z; =z gesetzt wird, aber z; =z setzen ist das-
selbe wie ;y — x = 0 setzen, welche Nullifikation sich positiv aus-
driickt in der Formel x; = z, die zur Verwandlung der Abgeleiteten in
Funktion von z ndtig, wahrend ihre negative Form z; — £ = 0 uns das
Symbol liefern muss.

3) Selbst wenn diese Behandlung von z, wonicht ein Inkrement z. B.
zy —x = Az od. h selbstindig neben ihm eingefiihrt wird, schon
bekannt, was sehr wahrscheinlich und wovon ich mich auf dem Museum
durch Nachsehn von J. Landen iiberzeugen werde, so kann ihr wesent-
licher Unterschied nicht begriffen worden sein.

Was diese Methode aber von Lagrange unterscheidet, dass in
ihr wirklich differenziert wird, daher auch die Differentialausdriicke auf
der symbolischen Seite entspringen, wahrend bei ihm die Ableitung
nicht die Differentiation algebraisch darstellt, sondern die Funktio-
nen algebraisch direkt aus dem Binom ableitet und ihre differentielle
Form nur «der Symmetrie» halber angenommen wird, weil aus dem

Differentialcalculus bekannt, dass die erste abgeleitete Funktion = % ,

. . d2
die zweite = 2 etc.
dx?
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Anmerkung des Herausgebers

Man beachte hier den Unterschied von Differentiation und Ableitung, der in der
Unterscheidung der Symb‘)le'%y! und f'(x) ausgedriickt wird. In den mathema-

tischen Manuskripten wurde immer wieder die Differenz beider thematisiert (vgl.
etwa S. 78 und 108) Wir haben auf eine Diskussion dieses Aspekts verzichtet,
weil er fiir die in der Einleitung formulierten allgemeinen methodologischen
Probleme nicht so relevant ist. Wohl aber zeigt er wiederum deutlich die Inter-
pretiertheit der Symbole, den intensionalen Gehalt der Formalismen bei Marx,



